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CHAPITRE XXI1V

VALEUR NUMERIQUE D’UNE INTEGRALE DEFINIE
METIHODES D'APPRONXIMATION
INTEGRATEURS ET INTEGRAPHES

I. - METHODES DAPPROXIMATION

418. Méthode générale. — Une intégrale définie

[I/t d,

représente 'aive comprise entre Iaxe des . la courbe dont

l'équulion en coordonnées rvclunguluircs esl
.// .r:/’i,l' \

et les deux ordonnées qui correspondent aux abscisses @ et 4.

Lorsqu’on ne sait pas calculer exactement cette aire, on enobtient

une valeur approchée en remplacant la courbe y — f({) par une
C ¢ \

autre courbe qui s’en écarte Y
trés peu el dont on sait cal-

culer aire.

419. Meéthode des tra-

pézes. — Une premicre mé-

thode consiste a substituer a !

[f 91 | BB P : Py Pas, 2
la courbe AB (fig. 213, un po- 1 Fig. »13. n Fas,

lygone inscrit AM,M,... M, B

et a remplacer la surface cherchée par une somme de trapezes
limités par les ordonnées AP, M,P,, MNP ..., BP, ;. Pour obte-
nir une formule simple, on suppose ces ordonnées équidistantes :

la distance : de deux orvdonnées conscéeutives est alors la
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n" partie de P P, et, en appelant y,, y,...., ¥,.,, les ordonnées

APLALP, . BP, s ona. pour la surface, expression approchée

At A S Yn— Yusr.,
< 2 2 Rl by Q1 prte = 2 —— .

ot

o

(.’/1+ ")'/z+ 2.’/u+ 92950 + 2.’/u "i" ,'/u“:‘-

Cette formule donnera, pour T'aire, une valeur d'autant plus
}/-\ approchée que n sera plus grand.

=) 420. Emploi de la roulette Dupuit (*).
| — Cet appareil est formé de deux roues
graduées R et R’ (fig. 214), réunies a un
manche M. La premiere a 100 millime-
tres de circonlérence et son axe porte un
pignon engrenant avee la seconde qui a
o M (_Iix fois plus de dents que le pignon. La
circonlérence de R est divisée en 100 divi-
sions chacune d’'un millimetre, celle de R/,
en 10 divisions, dont chacune correspond
a un tour complet de R. Un index 1, fixé

au manche, est placé en regard de R, un
index analogue en regard de R

Pour mesurer la longueur d’une droite,
on raméene d'abord chaque index sur le
zéro de la graduation correspondante : on
" place ensuite T'appareil verticalement, de
facon que le zéro de R coincide avec I'une

des extrémités de la droite et on pousse
I'appareil de facon que la roulette roule
sur la droite jusqu'a l'autre extrémité.

Si, a la fin, I'index 1’ est entre 3 et 4 et

Fig. 214.

si 1 indique 25 divisions, la longueur
mesurée est 325 millimetres.

(") Yoyez Dariis, Cubature des terrasses et Mouvement des terres, p. 71, Gauthier-
Villaws,
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Cela posé, pour mesurer avece la roulette Dupuit Paire d'un
contour fermé quelconque, par exemple, I'aire du segment
P ABP, ., considéré dans le numéro précédent, on prend un
papier transparent, sur lequel on a tracé un réseau de paralleles
équidistantes, dont la distance commune est une quantité connue ¢
(frg. 215. On dispose ce papier sur le contour dont on cherche

2l LU
| — |
5 N
< 3
4 |
~
B
I N
|
Fig. 215.

I'aire, de facon que deux des droites paralléles viennent se pla-
cer tangentiellement au contour en @ et [: si be, de,... hk sont
les points ol les paralleles intermédiaires coupent le contour, on
substitue a ce contour le polygone inscrit abd... hik... eca dont
I'aire est évidemment

=

be be - de ok
( ‘) —"'*— '—2“M'+ e —{_ -_:.):_> 3

ou

e(be+de+ ... + hk).

En promenant la roulette successivement le long des droites
be, de,..., Ik, on lit sur appareil la somme de ces droites, et, en
multipliant par la quantité connue z, on a une valeur approchée
de Taire.

Si le contour présente des points anguleux, comme dans la
figure, il faut autant que possible placer le papier transparent
de facon que chacun de ces points se trouve sur une des paral-
leles.

421. Méthode de Simpson.— La méthode de Simpson repose
sur ce fait qu’on peut faire passer une parabole dont I'axe est

/
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parallele a Oy par trois points donnés. En effet, I'équation d'une
telle parabole étant g

Y=o’ 4 x4y,

on peut disposer des coellicients «, 3, v, de facon que la parabole
passe par trois p()ints.

Ceci posé, pour évaluer Paire d'un segment P ABP,,., (f1g.213),
on divise la base PP, en un nombre pair (n=2p) de
partics égales et on méne lles ordonnées correspondant aux
points de division P\, P,,..., P,,,: soient, comme précédemment.
YysYssYzs-oos Yu oy ces ordonnées, ¢ la distance de deux ordonnées
conscécultives. - A

Dans la méthode de Simpson, on substitue a I'arc de courbe
AMM, un arc de parabole d’axe vertical, passant par les trois
mémes points. L'aire du segment parabolique P, AM,M,P
défini est (N 28)

, ainsi

@

- @+ v +4y),

&

car la distance /2 des ordonnées extrémes est ici 2¢. De méme.
par les trois points M,,M,,M,, on fait passer une parabole d’axe
vertical et on remplace Paire P MM, P, par I'aire du segment
parabolique

;
2e

T i’/_f_“ s + '/1.’/4) s

et ainsi de suite. L'aire de la courbe a alors pour valeur appro-

chée la somme de ces segments paraboliques

Wt Y20+ g4 Y + 40y )

)

Si la courbe et les ordonnées son} tracées avee soin, on peut
évaluer la somme entre parentheses a l'aide de la roulette
Dupuit.

422. Formule de Poncelet. — l.es lormules précédentes ont le
désavantage de ne pas donner de limite pour I'erreur commise :
cel inconvénienl disparait avec la méthode de Poncelet. Dans
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cette méthode, on commence par diviser are de courbe consi-
déré en ares tels que, le long de chacun d’eux, la concavité soit
dirigée dans le méme sens : on évalue ensuite séparément Paire
de chacun des segments limilés par ces arcs.

Soit alors M M., un de ces ares : admettons qu'il tourne sa con-
avité vers I'axe Ox. Divisons la base PP, du segment en un
nombre pair de parties égales @ ¢, en six parties, pour fixer les
idées (fig 216). Soient M,P,,M,P,,..., M,P,, les ordonnées inter-

g. 4 6l 6

B

Fig. 216.

médiaires. Menons par les points M, d’indices pairs, des langentes
alacourbe, en limitant ces tangentes, aux points ou elles rencon-
trent les prolongements des ordonnées voisines, d’'indicesimpairs:
ainsi la tangente, en M, est limitée aux points R, et Ry, ou elle
rencontre les ordonnées P M, et P,M,. D’autre part, menons les
cordes MM, MM, MM, MM, Llaire cherchée S est comprise
entre Daire circonserite ¢ formée par les trapezes, tels que
P.R,R,P, et l'aire inscrite | limitée aux cordes : ces aires sont
des sommes de trapezes
C= 23(!/2+!/4+ Ya)s
I_-s(i'“:-’/'-' oy et !/cj;!/-, >

-

Nous aurons une valeur approchée de Paire cherchée S, en

prenant la demi-somme de ces deux grun(lcurs

ele [ Y +y Ut
: . ;

T 2 + 2(y,+ ¥+ ¥o) J

[erreur commise sera inférieure a la demi-différence —5—:
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3 e G100, ;
en eflet, supposons par exemple b;’——_)—;l erreur commise est
g C+41
SRR
: 2 SR S C+1 . C—1
et comme S < (C, elle est mlérieure a € — ——=—ou a

2

e
On a done:

’

erreur < -:3- ( et (A [l );

2 2

On peut interpréter géométriquement cette valeur : soient 1l

et K (fig. 216), les points de rencontre de 'ordonnée du milieu
M. P, avec les droites MM, et MM, on a :

Y+¥s  x Y+
HE — = KB

4

erreur = —— K.

o

(8]

En général, si, au lieu de 7 ordonnées, on en méene un nombre

impair 2z - 1, la valeur approchée de Taire est

AP har by Yo Yon
: % ]

f 4

et U'erreur commise est moindre que

€ [ Yot Yu Y= ra s ‘)
2 (\ S : :

: 2 /

1I. — INTEGRATEURS ET INTEGRAPHES

423. Principe des intégrateurs. — Les intégrateurs sont des
appareils qui, par un procédé mécanique, enregistrent aire
d'un contour fermé.

La piece essentielle des intégrateurs est une tige rectiligne AB,
qui se déplace parallelement au papier portant I'aire a évaluer
et sur laquelle est fixée une voulette civculaire R, mobile autour
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de T'axe de la tige. Quand on déplace la tige d'une maniére con-
tinue en appuyant la roulette sur le papier, celle-ci roule suivant
ane certaine loi, et un compteur envegistre le nombre de tours
et de [ractions de tour qu’elle :u'cbnlplih

Examinons d’abord quelques déplacements élémentairves de la

Lo La tige glisse sur elle-méme, de AB en A'B’ par exemple ; il
est évident que la roulette ne tourne pas.

2° La tige se déplace parallelement a elle-méme, de [acon a
balayer T'aire d’un rectangle AA BB : la roulette roule constam-
ment de R en R, : si on appelle s I'are de la circonférence de la

AR, B, B"
Ay o FeE B’
Bl i
: S H : / \
DA \
AGEA T IS i
& %
1
B
A R B i
1og. 217 Fig. 215 bis.

roulette, compté, a partir d'une origine fixe, sur la roulette, jus-
qu'au point de contact avee le papier, 'accroissement As de cet
arc est égal a RR,, c¢est-i-dirve a la hawteur I du rectangle.

3° La tige se déplace parallélement a elle-méme, de [acon
balayer I'aire AA"BB” d'un parvallélogramme (fig. 217): Iexpé-
rience montre que la roulette vm'egistro seulement le déplace-
ment normal a son axe, ¢’est-a-dire que I'are As de circonférence,
qui vienl en contact avec le papier, est égal a la hauteur I du
parallélogramme. Cet are estle méme que si on amenait la tige
de AB a A"B”, par une translation de AB en A B, normalement a
AB, suivie d'un glissement de A B, en A"B”,

a

4° La tige tourne autour d’une de ses extrémités A, par exemple,
d'un angle Az (fie. 217 bis). Dans ce déplacement, la roulette roule
constamment sur 'are de cercle RR', déerit de A comme centre,

avec AR comme rayon. On a done, en appelant 7. la distance AR

Ag¢ = )As.

»
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424. Mesure des aires.— Imprimons maintenant a la tige AB
un déplacement continu qui Paméne de A B, en A B, en faisant
déerire a ses deux extrémités les ares de courbe A AA, et B BB,
(fig. 218!, Appelons £ 1a longueur AB, %la distance AR et z'angle

Fig. 218,

que fait la tige dans une position quelconque AB avee une direc-
tion fixe Oa. Soit « l'aire A, B BA ; quand la tige subit le dépla-
cement infiniment petit qui l'améne de AB en A'B’, I'aive « croit
de du==ABB'A’. Si, par A, on meéne une droite A'BY, égale et
parallele a AB. on peut rvegarder Laive infiniment petite du
comme égale a la somme du parallélogramme ABB”A" de han-
teur /it et du secteur B"A'B" dont 'angle est da :

du=1h—- —E [l

Calculons Tare ds de roulette, qui s’est appuyé sur le papier
dans le mouvement de AB en A'B': cet are est la somme de
deux ares, 'un : /i, provenant du déplacement de AB en A'B” et
P'autre 2dz, provenant du déplacement de A'B” en \'B (déplace-
ments élémentaires 3° et 4°). On a done

ds == h - Jddo.
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I’élimination de % entre ces deux relations donne

22

2

4]

du == lds —|—(—I'—["’ = /7.) do.

Cette formule est générale, & condition de regarder ds comme
positil ou négatif, suivant que la rou-
lette tourne dans un sens ou dans I'au-
tre. Par exemple, la position des liges
infiniment voisines AB et A'B’ peut
¢tre celle de la figure 219 ou da est

négatil : du est alors la différence des

Fig. 219.

aires AEA’—BEB' : son expression se
compose du parallelogramme AAB“B ou Ik, moins le secteur

R e 5 ;
BYA'B’, c¢’est-a-dire Z/I—f~7l' do, car da est négatil ; dautre

part, on a encore ds==/ --%dx; on retrouve done la formule (1).
Pour avoir laire totale A, B, B, A, (fig. 218), balayée par la lige,
il faut faire la somme algébrique des éléments du, c’est-a-dire
intvégrcr le deuxieme membre de la formule (1), depuis Ia posi-
tion A B, jusqu'a A, B,. On a done, en appelant s I'are total de
la roulette qui s’est appuyé sur le papier, o, et a, les angles des
directions A B, et A B, avee O :
(2) \ire A BB A, — /s .
=97 & T e Dt Valed Gampn8 00000 T

) T~ \' /
{ ? —l/.) (2, —a,).
La quantité s se lit sur le comptleur qui enregistre le nombre
de tours de la roulette : o, — =z, est Pangle des deux positions
extrémes de la tige. ;

~

On voit qu’on ferait disparaitre cét an gle en prenant 7. — T)~.nmis
cela est inutile, car le terme dépendant de I'angle disparait de
lui-méme quand on mesure Uaire d’un contour fermé. ainsi quon

le verra plus loin.

425. Gas o1t la roulette est sur le prolongement de la tige.
— Nous avons supposé, dans ce qui précede, la roulette placée
entre A et B. Les formules seraient les mémes, sila roulette était
fixée sur le prolongement de Ia tige. Si la roulette est sur le

APPELL. Analyse. 44
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prolongement de la tige dans le sens AB, % est supérieur a /. Si
elle est sur le prolongement de la tige dans le sens BA, il suflit
de supposer . négatil. Avec ces conventions, la formule (2) s’ap-
plique & tous les cas.

426. Aire d’un contour fermé. — Soit une courbe fermée quel-
conque C dont il s’agit d’évaluer Paire S (fig. 220). Tracons

Fig. 220.

une courbe auxiliaive HII ne traversant pas I'aire et placons la
tige AB de telle facon que extrémité A glisse le long de HIT,
tandis que Uextrémité B déerit la courbe C dans le sens de la
floche d’un mouvement continu. Soient A, et A, les positions
extrémes du point A sur la courbe Il dans ce mouvement, A, B)
et A,B, les positions correspondantes de la tige. Quand B va
de B, a B, par l'are supérieur B, BB,, la somme algébrique des
aires élémentairves du, balayées par la tige, est A,B,BB, A, ; quand
le point B revient de B, en B, par l'arc inférieur B,B'B,, le point A
revient de A, en A et la somme algébrique des airves du balayées
par la tige est l'aire ABB'BA, changée de signe. Donc, quand

le tour est complet, la somme algébrique f({l( est égale a I'aire S

S :f{lu;:fllls +f(—;t—l'=—-1)\) d.

Comme, dans ce mouvement, la tige 1'01)1'01\11 la méme direc-

de la courbe C.
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tion qu'au départ apres une suite d’oscillations entre deux direc-
tions limites, la somme fr/ov. des variations angulaires est nulle

et on a

P S=1Us.

Soit 7 le nombre de tours et de fractions de tour effectués par
la roulette, » son rayon, on a

s ==2rrn,
S ==2=rin.

Si on constrait I'appareil de facon que 2zrl=1, on a
S = .

Iaire cherchée se lit done directement sur le compteur.

Il est essentiel, pour que cette formule soit exacte, que le
point A ne fasse qu'aller et venir le long d'un arc de ' et que ‘lllﬂ.
soit nul. g

Théoriquement, cette courbe I est queleonque. Pratique-
ment on lui donne la forme soit d’'un are de cercle, soit d’un
segment de droite.

427. Planimétre d’Amsler. — Dans cet appareil, la courbe HII
estunarc de cerele (fig. 221). Onoblige le point A a déerirve un are
de cercle, aumoyen d'une bride OA,

rattachant Uextrémité A & un point S
fixe O ; le point B déerit la courbe C
dont on veut évaluer 'aive. Pour que A =
: R
la formule N
S= n, 0

sapplique, il faut, qu’apres un tour B or
complet de B sur la courbe, le point A ;
ait décrit deux fois, en sens inverses, le méme arc de cerele et
que la tige revienne a sa direction premiéere sans avoir [ait de
tour sur elle-méme.

Quand la courbe C est trop grande par rapport aux dimensions

de I'appareil, on peut la fractionner. On peut aussi placer le
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point fixe O dans lintéricur de C (fig. 222), de telle facon que le
cercle, lieu du point A, soit dans I'aire cherchée, et faire décrire
au point B la courbe C. L’aire balayée par la tige AB est alors
I'aire de la couronne comprise entre le cercle et la courbe. On a

B

B

Fig. 222. 3 Fig. 223.

done en appliquant la formule (2), et, remarquant que, la direction
de la tige faisant un tour complet, la différence o, —u, — 2z :

1 =
couronne = (s - (TF —_— lA) o
Laire de C est alors
1 L :
S:ls+(T‘2—[/~) 2z = OA".

La quantité

est une constante de 'appareil caleulée une fois pour toutes. On
a done aire immédiatement.

428. Deuxiéme forme du planimétre. — On a construit ¢gale-
ment des planimétres ou int.(_'-grut’cm's, dans lesquelsla courbe HH
est une droite Ox (fig. 223). La tige AB est articulée, par A, a
un chariot assujetti a glisser le long d'une rainure rectiligne, le
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point B parcourt la courbe €, dont on veut déterminer Paire S.
La roulette R enregistre cette aire d’apres la formule précédente

S =ls = 2=rin.

On peut dire que cet appareil donne la valeur de linté-
grale fyd.r, prise le long de C.

D’autres roulettes fixées sur l'appareil par I'intermédiaire de
multiplicateurs d’angles donnent en outre les intégrales

.[.’/"’([.‘l‘, ‘fg/’d.‘z‘

qui se présentent dans le caleul des centres de gravité et des
moments d’'inertie.

429. Exercice. — On considére une tige AB qui porte une roulette, comme
dans le N° 424, et on suppose que ses deux extrémités A et B déerivent des
courbes fermdes d’aires S et =, Démontrer los résultats suivants :

1° Si la tige revient a sa position primitive, sans avoir fait un tour surelle-
méme, on a

X —S=ls.

2° Si elle revient & sa position primitive apreés avoir fait un tour, on a

X—S:I‘v—}-:(—l;—ﬂ)-
P
30 5i elle fait & tours,

S —S=1s 4 1.-:(’—"—17.).

Lorsque lextrémit¢ A ne fait qualler et venir sur un are HII’ (No 426),
Paire S déerite par A est nulle; les formules donnent alors I'aire £ déerite
par B,

430. Intégraphes. — Les appareils que nous venons de décrire
donnent la valeur numérique d’une aire. Il existe d’autres appa-
reils appelés intégraphes représentant graphiquement la variation
de laire d’un segment de courbe donnée.

Soit, figure 224, une courbe

(1) y=f(a),
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coupant Oy en «. Cherchons une autre courbe dont I'ordonnée
Y vérifie I'équation
dY

(2 AN S R
&/ (/.‘). el / :\'I 2

L'ordonnée Y de cette nouvelle courbe est donnée par la for-
mule X

(3) , Y=C+ [ f(x)da,

ou C est une constante arbitraire.
Soit x = OP, une valeur attribuée a 2, m le point correspon-
dant de la courbe (1), M le point correspondant de (3),

P =M P
On a
Y = C -+ aire OamP.

Pour 2 =0, Y=C; on a ainsi le point A, d'ordonnée arbi-
traire C; 2 croissant, le point M déerit une courbe AM, appelée
courbe intégrale. les intégraphes tracent mécaniquement cette
courbeintégrale, quand un traceur
parcourt la courbe donnée (1).

Le principe de ces appareils est
le suivant : prenons PE =1, le
coelficient :‘mgulnire de la droite
mP

‘A

Em est———,
PE °

e Dans I'appareil, une tige rigide PP’

c'est-a-dire y ou /().

: S 2

¢ - est assujetltie a se deplacer per-

a : pendiculairement a Ox : le long
A . - -

%3 ; : de cette tige, glissent librement :

! H ° e 3 3 Aert .

] % i B 1° un traceur m, qui décrit la

Fio )y courbe.donnée ; 2° une roulette M,

'qui ne peut que rouler et non
glisser sur le papier, et dont le plan perpendiculaire au papier
peut prendre toutes les orientations possibles.

Le traceur m et la roulette sont reliés par un mécanisme tel
que, dans chaque position du traceur, le plan de la roulette a
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pour trace sur le papier une parallele R & Ene. Dans ces condi-
tions, quand le point m déerit la courbe

y = [(a),

la roulette roule sur le papier, en suivant une courbe, dontla tan-
gente est, a chaque instant, la trace R de la roulette. Comme R est

v

S S5 e :
parallele & Em, le coelficient angulaire —— de la tangente a la

dx
courbe, lieu de M, est égal a celui de Em : on a donc
dY L
dx ’ 2

et le point M déerit une courbe intégrale. On regle lappareil de
facon que, pour z':O la roulette soit en A ; on obtient alors la
courbe intégrale part tant de A.

Nous renverrons pour la deseription de ces appareils a 'ou-
vrage intitulé : les Intégraphes, la courbe intégr ale et ses appli-
cations, par Abdank-Abakanowics (Gauthier-Villars, 1886G). On a
[ait également diverses tentatives pour construire des machines,
permelttant de tracer lmto«rr e crcnel.llo de certaines c(lu.llnons
différentielles du premier nrdre. ()n trouvera une énumération
détaillée de ces appareils dans une publication faite en Alle-
magne sous le titre suivant : Kalalog mathematischer und mathe -
matisch-physikalischer Modelle, Apparate und Instrumente, von
Walther Dyeck, Minchen, Universitwetsbuchdruckerei von Dr.
C. Wolfl und Sohn, 1892.
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