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AVERTISSEMENT.

La présente Fiude contient, avec leur théarie, la mono-
graphie des appareils d'intégration, c’est-i-dire de ceute
catégorie de machines 4 caleul destinées & effectuer les
opéralions qui se rencontrent dans les applications numé-
viques dn Caleal intégral.

Beaucoup de ces appareils ont déja fait 'objet de des-
criptions dans des Revues scientifiques, Comptes rendus
d'Académie, etc., ainsi que dans des Traités spéciaux,
que nous avons consultés, et parmi lesquels nous citerons
I"Ouvrage bien connu d'Abdank-Abakanowicz, le Caleul
mécanique de M. lingénieur Jacob et le Cawalogue de
M. Walther von Dyck.

Nous avons également mis a profit d’atiles indications
concernanl certains appareils, dont I'étude fait partie des
cours de |'Ecole d’application du Génie maritime.

Enfin, d'intéressants documents nous ont é1é fonrnis
par MM. Amsler-Laffon el Coradi, les constructears bien
connus de Schafthouse et de Zurich, avxquels nons adres-

sons 1l l'exprcsﬁiun de nos remerciments,

H. oe M.






LES

APPAREILS D'INTEGRATION.

INTRODUCTION.

Il semble que le désic de simplifier les opérations
anxquelles donnent lieu les applications du calcul ait de
bonne heuresollicité 'ingéniosité des inventeurs, puisque
'usage des planchettes a caleul élait déjd courant chez
les Grecs et les Romains.

Le caleul numérique est en elfel U'intermédiaire 4 'aide
duquel les données scientifiques prennent une réalité tan-
gible ; sans lui, les théories les plus ingénieuses risquent
de n'éire jamais que des spéculations de 'esprit, capables
de satisfaire senlement les aspirations d’un nombre rela-
tivement restreint d'initiés,

Le travail long et pénible qu'il nécessite a é1é l'origine
de recherches nombreuses, en vue de eréer des méthodes
propres & en faciliter 'exécution. La plus célébre est sans
contredit celle que donnait il y a trois siécles le baron écos-
sais Jean Néper, en imaginant les logarithmes el en ren-
dant leur application pratique par la eréation de Tables.

Depuis, de nombreuses méthodes de simplification ont
été proposées, Elles ont fait 'objet d'une étude fort inté-

e M. i
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ressante et trés documentée due a M. d’Ocagne qui les a
exposées dans son Ouvrage sur le Calcul simplifié.

Les procédés de calcul mécanique y tiennent une large
part.

Créer une machine capable de fournir un résultat numé-
rique par le jeu d'une combinaison purement mécanique,
en réduisant an minimum le travail intellectuel de P'ope-
raleur, est évidemment un probléme fort séduisant; le
réle de celui-ci eonsiste alors simplement i fournir & fa
machine les données de la question, el & agir sur un
mécanisme gqui donne le résultat cherché par le seal jen
de ses organes.

Ce furent naturellement les opérations les plus simples
et partant les plus usuelles de Darithmétigue quion
chercha tout d'aberd a effectner mécaniquement. Il était
véservé i Pascal el & Leibniz de résoudre ce probléme, le
premier en eréant une machine 4 additionner, le second
une machine i multiplier {'}).

Actuellement 'usage de la machine & caleul sous tontes
ses formes s'est considérablement développé, et le champ
des applications s'étant de plus en plus ¢largi, ona cons-
truit des appareils capables non seulement d'effectuer les
apérations arithméliques, mais anssi de résondre les
questions de lAlgébre et de I"Analyse.

On peat, suivant une classification généralement

(') I existe dans la collection du Conservatoire des Arts e Métiers
plusieurs modéles de la machine de Pascal; celle de Leibniz, dont
Ioriginale est comservée @ la Biblisthéque rovale de Hanovee, y est
figurée par une série de photographies donnant des vues d'engemble et

fe détail du mécanisme.
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adoplée, ranger en trois catégories les appareils & cal-

culer :

1* Les machines arithmétiques ;
2" Les machines algébriques;

3 Les appareils d'intégration.

Les instruments de cette derniére catézorie, les senls
dont il sera question dans cet Quvrage, ont pris nne grande
nnportance 4 mesure que se sont développées les étndes
nécessilées par la technique de I'art de l'ingénieur, et par
suite les applications de caleul intégral. On sait que la
méthode généralement emplovée consiste alors a établir
une ou plusieurs relations diférentielles dépendant des
conditions imposées par le probléme, et 4 intégrer ensuite
les relations ainsi oblenues.

Plus rarement, on peut se proposer de faire I'opération
inverse, c'est-i-dire celle de la dérivation; le calcul
permet toujeurs d'obtenie facilement le résultat cherché,
nous verrons d'ailleurs que la construction de dérivateurs
ou différentiatenrs n'est pas sans présenter de sérieuses
difficultés de réalisation.

Le premier probléme, de beancoup le plus feéquent,
conduit au contraire 4 des caleuls ginéralement compli-
qués et toujours fastidieux par la longueur des opérations
qu'ils nécessitent. Obtenir rapidement un résultat suffi-
samment exacl, Lel est le but des appareils appelés énté-
grateurs, Leur rile est donc en délinitive de donner la
valeur numeérique d'une relation différentielle,

Le probléme, aivsi posé, offre un champ considérable,

<tant donnée la diversité des types de relations différen-
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tielles gqu'on est appelé & vencontrer dans les apphi-
cations,

En fait le nombre des intégraleurs est aujourdhui
considérable. On les divise en deux calégories :
Les intégrateurs simples dont le but est de déterminer

la valeur numérique des intégrales de la forme

¥ =er[T]fff-

Les inlégrateurs composés qui intégrent les équations
différentielles, ¢’est-i-dire qui permettent de délerminer
la fonetion y définie par des relations de la forme

dy
4z =)
Les apparcils. de la prﬂmi'erc nnlf’rgm-ic peuvenl se sub-

diviser eux-mémes en plusieurs classes :
. Les planimétres, donpant la valeur de Iintégrale
fyd.ﬁ'. cest-i-dire permettant de  déterminer 'aire

d'on contour fermé.

5. Les intégrométres, donnant i la fois la valeur nume-
rique de P'aire, du moment statique et du moment d'inertie
d'une surface plane.

¢. Les intégraphes, tracant directement une courbe

rcpr(:s&ulatit'e de la fonction

Y =_-ff-:r;ud,:-.

d. Les analyseurs harmoniques, destinés i fournir la

valeur numérigue des termes d'une série de Fourter.
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L'origine de tous ces appareils est relativement récente
et ne remonte pas au deli do commencement du siécle
dernier. Les premiires recherches avaient pour Lt de
simplifier les calculs nécessités par Pévaluation des sur-
faces; le probléme présentail un intérét Lout spécial duns
le cas des travanx auxquels donnérent lieu les opérations
de I'établissement du cadastre.

En 1825, Hoppikofer présentait un planimétre qui
semble avoir été contemporain de plusieurs autres appa-
reils du méme genre, notablement perfcclinnnéﬁ dans la
suile.

PParmi les inventeurs qui s'attachérent spécialement i
Tétude des intégrateurs, il faut citer en premiére ligne
A, Amsler qui envisagea la question de Dintégration
mécanique sous une lorme générale, el réalisa la construc-
tion de nombreux appareils dont les plus connus sont : le
planimétre polaire devenu d'un wsage classique, et Vinté-
grométre donnant la valeur duo moment statique et du
moment d’inertic d'une surface plane ('), Amsler a éga-
lement construil un planimétre servanl déterminer ["aire
d’une surface sphérigue, un appareil, le stéréographo-
métre, donnant aire d'un contour fermé dont on connait
la projection stéréographique, et un intégratear composé.

Dans la suite, différents modiles d'intégrateurs furent
successivement réalisés par M, Marcel Desprez en France,
J. et W, Thomson, Helle-Shaw en Angleterre.

(') Amslera publié ses travaux dans une brochure parae & Schafthouse
en 1856 et depuis longtemps épuisée : Deber die mechanizcle Bes-
fimmung des Fldcheninhaltes, der statischen wnd Trdgheitsmomente
ebener Figuren, insbesondere @her einen newen Planimeter,
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Vers 1858, Abdank-Abakanowicz en France a étudié
spécialement la construction des intégraphes dont il a
donné de nombreux modéles ('), et Boys, directenr de
I'Ecole royvale des Mines de Londres, imaginait vers la
méme époque un appareil du méme genre.

La construction des analyseurs harmoniques, nécessilée
principalement parl'étude de I'Eleulrnlechn.ique, semble
avoir ¢1é plus particulifrement en honneur & I'étranger;
Lord Relvin, Scharp, Henrici, Yule en Angleterre,
Boucherot en France, ont réalisé plusicurs appareils de
cette classe,

Les intégrateurs composés, d'une construction com-
pliquée et d'un caractére de généralité beaucoup plus
restreinl que les appareils précédents, sont i l'heure
actuelle encore peu nombreux. Les principaux travaux
tentés dans cet ordre d'idées sont ceux de W, Thomson
en Angleterre et celui de M. Michel Pétroviteh présenté
en 1897 & l'Académie des Sciences. Plus récemment,
M. I'ingénieur général d’Ariillerie navale Jacob a étudié
des appareils destinés a l'inlégration de certains types
d'équations différentielles du premier ordre, el en outre
un intégrateur permettant de résoudre sans caleul le
probléme du movvement d'un point dans un milieu résis-
tant, quelle que soit la nature du fluide constituant ce

milien.

Dans ce qui suil, nous examinerons principalement les
appareils dont l'usage est le plus courant. En premiére

(') Abdank-Abakanowicz 3 résumé ses travaux dans une brochure
paruz en 1386 Les integraphes el lo courde integrale,
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ligne se placent les planiméires et les inlégrométres dont
I'emploi simplifie considérablement les opérations qu'on
a 4 effectuer dans les problémes de résistance de matériaux,
d'évaluation du travail des machines et Lout spécialement,
en architecture navale, dans les calculs de déplacement et
de stabilité,

Nous étudierons ensuite les intégraphes, en rappelant
quelques-unes des principales propriétés des courbes
intégrales, et les analysecurs harmoniques qui, malgré
I'intérét que peut présenter leur emploi dans beaucoup
d'applications, sont encore assez peu répandus dans la
pratique.

Enfin nous indiquerons quelques-unes des solutions
proposées relativement & la réalisation des intégrateurs

COmposes,



CHAPITRE 1.
LES PLANIMETRES.

Géndralités.

Soit C une courbe fermée rapportée & deux axes de
coordonnées reclangulaires et dont I'équation est
¥ =Sz}

On sait que I'aire de cette courbe est donnée parla valeur

f_}* dr,

stendve i la totalité du contour,

de I'intégrale

Fig. 1.

L=

i

Led

Siune roulette se déplace de telle sorte que l'are élémen—
taire développé par sa circonférence soil constamment
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égal ou proportionnel & ydr, la longueur totale de Pare
développé a la fin de 'opération permetira d'évaluer I"aire
de la courbe donnée.

Il suffit, pour remplir ces conditions, que le dévelop-

pement du chemin parcourn soit proportionnel & d.r dans

un rapporl constamment égal @ y-.
Si, par exemple, un disque tourne autour d'un axe 33’

perpendiculaire & son plan dun angle dfi proportionnel

Fig. 2.

[

4 dr pendant qu'une roulette de rayon & se déplace sili=
vant un diamétre de fagon que oz =y, le développement
élémentalre sera

g dw =yl = Ky dr,

et le développement total pw =K f:;»d:: donne, par la

connaissance de l'angle w dont a tourné la roulette, la

f_r dr.

On obtient le méme résultat en. remplagant le disque
par un cone de révolution tournant autour de son axe.

valeur de I'intégrale
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Ce procedé s'est présenlé naturellement i Uesprit des
premiers construcleurs qui l'ont appliqué directement
dans I'élablissement de leurs appareils. Clest sur ce prin-
cipe qu'ont été construits les planimétres dits & rotation.

Au lien de chercher & déterminer directement la valeur

de l'intégrale ,‘J'n’f_‘l’,-‘,, Amsler a considéré deux courbes

uelcongques C, C' et démontré que, si une droite AB de
q q fque,

longueur constante ¢ se deéplace de telle sorte que le
point A décrive la courbe G en revenant 4 son point de

Fig. 4

départ pendant que Bse meut sur (', l'aire de la courbe G
peut se mettre sous la forme

A:ffd'ssinﬂ-l-l{,

ds étant un élément de longueur d'arc de la courbe C', et
K une constante qui peut étre nulle.
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Si alors une roulette est relide 4 la tige AB el permet
de délerminer la valeur de I'inlégrale

fa’ssinz,

le probléme sera entiérement résolu.

Ce prineipe, appelé principe de la tige de longueur
constante, a été utilisé par Amsler dans la construction
d'un nombre considérable de planimétres, qui enx-mémes
onl dooné lieu dans la suite & de nombreuses variantes,

La partie essentielle de ces appareils, comme de Ja
presque Lolalité des apparcifﬁ d’intégration, est done une
roulette qui se déplace sur un plan ou une surface {géné-
ralement une sphére), en élant soumise & la fois & up

mouvement de roulement et de glissement,

Roulette intégrante. — Considérons une rouletle

normale 4 un plan et se déplacant & sa surface.

Les différents mouvements qu’eile peut prendre sont :
1" Un monvement de ronlement suivant son plan.
Lalongueur de "arc développé est alors égafﬂ au chemin
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varcourn et I'on a pour Pare élémentaire
¥ p

ds = g dw,

2" Un déplacement dans une direction faisant un angle =
avec celle de son axe.

On peut le décomposer en un mouvement de roule-
ment a@a, paralléle au plan de la roulette, et un mouve-
ment de translation @, &' paralléle 4 son axe.

Le premier, seal, produait sa rotation el "are développé

sl
s, = aa, = ds sinz,

c'est-fii-dire
g e = ds sin 2,

el, en intégrant,
pln = fa’s simz,

L'angle dont a tourné la rouletie est égal, a un facteur

constant prés, & l'intégrale

fd's simx,

3* Un déplacement dans la direction de son axe, il y a
alors glissement sans rotation.
4 Enfin, un pivotement autour de la normale au plan

passant par le point de contact a.

On voit done que la relation

p.n’m = disinz

o5t vraie pour toutes les valeurs de z et permet de déter-
miner la valear de l'intégrale

rd.'s sim 4.
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Si. au lieu de se déplacer sur un plan, la roulette se
meut sur une surface, les mémes propriélés subsistent,
pourvu que le plan dela roulette reste normal & la surface
On considire alors les déplacements infiniment petits du
point de contact de la rouletie dansle plan tangent ala
surface en ce point.

Les planimétres construits d'aprés le principe de la tige
de longueur consiante sont de beaucoup les plus nom-
breax et les plus employés. Le plus simple est le plani-
métre polaire que nows éludierons tout d'abord, car sa
théorie a servi de point de départal'élablissement de tous

les appareils similaives.

Planimatres 4 tige de longueur constants.

THEORIE.

Considérons deux courbes C, C et une droite ADB de
longueur constante dont les points A et D sont assujetlis
i se mouvoir respectivement sur C et C'. En B est fixée
une roulette intégrante dont 'axe coincide avee AB. Quand
la droite ADB se déplace, le point D décrivant la courbe €
la roulette se meut sur une courhe I,

Posons

AD = {, BD = a, DIV = ds, B = o,

el désignons par o, x' les angles que fait AL avec les
courbes (O et I aux points 1) et B
Liaire ¢lémentaire ADAD' a pour valeur

{1 dA=Idssini+gd?.



14 CHAPITRE 1.

Evaluons ds en fonction de ds'; pour cela il suffit de
projetersur une perpendiculaired AB le contour BDD'B'B;
on a, en remplagant les ares DD, BB par leurs cordes, et

Fig. .

la projection de B'D" par I'are de cercle de centre D' et
de rayon a, ce qui revient & néglizer des infiniment petits
d’ordre supérieur au premier,

dssing = o5 sina’ - a ds.
Transportant dans (1), il vient
: i
dA = 1 ds sing’+ (u!—'— —) dz,
2
et, en intégrant,
. £
A=1 f::‘s“ sinx’ + (rﬂ'—l— ;)np—h const,

Daprés ce que noussavons des propriétés de la roulette

inlégranw,fufs' sina’ représente la longuenr de are déve-
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loppé par un point quelconque de la circonférence de la

roulette, ¢'est-a-dire pw:on a done finalement
I
A=daw+ (a!'— ?)?--.--:onsl.

La courbe €', an lien d'étre quelcongue, peut étre un
cercle de centre O; c'est ce qu'on réalise pratijuement
en articulant an point D) la droite AB avec une seconde
droite de longueur K et mobile autour du point O, qui
est appelé le pdle ( fig. 6).

51 alors on décrit une courbe fermée G avec une pointe
fixée en A et si le pdle esl extéricur & cette courbe,

l'angle & repr(:nd la méme \'nleurquund Agslrevennu o son

Fig. &

=

c

point de départ; dans ce cas, 9 = o. Les aires aulres que
Vaire de la courbe considérée élant balayées deux fois et

en sens inverse, on a finalement
.|!i. =] Iiﬁm,

et l'angle w dont a tourné la roulette donne la valeur
de A.
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Simaintenant (fig. 7) le pole estintérieur 4 la courbe G
décrite par le point A, = varie de o doar; de plus l'aire

évalude précédemment élant comprise entre la courbe et la
circonférence du cercle polaire, il faut, pour avoir l'aire

-

totale de la courbe C, ajouter celle de ce cercle, clest-a-
dire =R=.
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On a done finalement
ot
A= Fpm'—ﬂ:(nd"— I) + =R,
A=low -+ n(RP+ aal + 1)

. La quantité =(R*+ 2 al 4 {*) représente la surface
d’un cercle qui n'est antre que celui de rayon OA corres-
pondant au cas oi le plan de la roulette vient passer parle
pile. Pour cette position particuliére, on a en effet (fig. 8)

OA = Ry nal -+ f2,

Sile point A décrit la circonférence de ce cercle, la
roulette se éplace normalement i son plan, son centre
décrivant le cercle de rayon OB; elle ne tourne done pas.
On a alors

W=, W= am,

et, pour la valeur de l'aire,

A=rmilitroal /)

Awtre démonstration. Soient deux courbes quel-
conques G, C' et AB une tige de longueur constante s'ap-
puyant en A et D sur ces deux courbes: en B est fixée
une roulette intégrante dont P'axe est dans le prolon-
gement de la tige.

Soit I la position du centre instantané de rolation.

Le déplacement élémentaire de la tige, de AD en A'DY,
peut étre considéré comme produit par sa rotation d'un
angle infimment petit % autour de l.

On a alors

dA = aire AND'D = aire MAA' — aire MDD,

oE M. 2
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et en assimilant ces surfaces & des triangles infiniment

petits, ce qui revient & remplacer l'arc par sa corde, c’est-

Fig, 0.
C

-
[

Y ,:};‘
'
#

a-dire a négliger a la limite des infiniment petits d'ordre
supérieur au premier,

MA |
aire MAA = MA’ -; simedy

b

&

il ase)(l+ax+e—MH)

sinefa (7).
MH est un infiniment petitdu premier ordre; son produit
geable.

par sin dp sera du deuxiéme ordre, par conséquent négli-

est multipliée par sin dyp, on a bien

{15 MA' est égal en effet 3 A'D' 4 B'DY o MB' =14 a4 MEB, et MB’
différant de ¢ d'une quantité infiniment petite, négligeable puisquelle

MA' =l4+a+e
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On a done
aire MAA' = H'h{_t_'_s}gsin EH
de méme
aire MDID' = M sind,

et développant sindsz en série, on a pour d A

d__,l=[i3+f:=+ﬂ‘_fﬂ+ﬂt} (dtg-—#—:-...}.

X 2

ou, en négligeant oz ... infiniment petits d'ordre supé-

rieur au premier,

1
d.—'l.:(i “al ) do+leds. .

Or edo est l'arc infiniment petit qui représente le chemin
développé par la circonférence de la roulette, c’est-i-
dire 3 dw,

O a done finalement

I .
dA = (; —l—u!) iy + o d,

<l, en intégrant,

e Y
A= f:l:-ru -+ 1/— —+ ﬂi) o == const.
\ 2 '

La courbe C'estla directrice; on voit que la démons-
tration précédente ne suppose aucune condition spéciale
sur la nature de cette courbe.

Supposons que la courbe C soit fermée et qu'on
veuille évaluer son aire. Si C ne contient & son intérieur
aucun point de la courbe C' et si, lorsque A a fait un tour
complet, D) est revenu i sa position initiale sans avoir par-
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conru completement C' quand celle-ci est fermée, 2 a repris
alors la méme valeur.
Ona
A =lgwm,
et cette valeur de A représente l'aire de C.
En effetladroite AD( fig. 10)abalayéla surface comprise

iz, 1o,

s lintérienrde lacourbe G, eten pluslasurface limitéea G, €
et aux deux courbes (v, (7, enveloppes des positions succes-
sives de Al); mais cette dermiére surface esl parcourue
deux fois et en sens inverse : finalement il ne reste done
que 'aire de la courbe C.

Supposons maintenant que le point A décrive la
courbe C comme précédemment, mais que (' élant fermée,
le point D la parcourt entiérement; quand la uge Al est
revenue i sa position primitive, ¢ a varié de 2=, et l'on a

pour la valeur de A
A= lpw+ w{lts2al)

Sila courbe ¢ est extérieure i ¢ ( fig. 11), l'aire A repré-
sente la somme des aires de ces deux courhes. La partie
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hachurée comprise entre ¢,¢', 5, (3" est parcourue deux
fols et en sens inverse; sa valenr ne figure donc pas dans A.

En désignant par =, o' les aires de c et ¢/, on a done
A=lpw'+n(ltnal)=7+29"

Si ¢ estintérieuredie ( fig. 12), la surface balayée par AD
est celle qui est comprise entre ces deux courbes.

Do a alors
A=l aali =g —7.
D'une facon générale, si les points A et Dont fait respec-

tivement un tour complet sur ¢ et ¢, quand la droite AD

est revenue 4 sa position primilive, on a, suivant le sens
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dans lequel ces courbes ont é1é parcourues,

A=lpgw+m(lteaal)=to o

Femarque. — Légalité :ds =p dw, dans laquelle
: représente la distance du point de contact de la roulette
au point H, ¢'est-i-dire aun point ot la tige touche son
enveloppe, montre que, pour un déplacement ¢lémentaire
dz, dw sera nul en méme temps que &, c'est-d-dire quand
le plan de la roulette passe par le centre instantané de
rotation : chaque fois que cette condition particuliére se
produit, la rouletie pivote donc autour de son point de

contact sans lourner.

Position de la rouleite. — Nous avons supposé, dans
la théarie précédente, que Iaxe de la roulette coincidait
avee celui du bras moteur, En réalité, pour des raisons de
construction, il n'en est pas ainsi; mais 1l est facile de
voir que les conclusions précédentes subsistent, si la rou-
lette est [-epnrlée latéralement, pourvi gue 500 a%e reste
rigoureusement parallile i celui de la tige moltrice.

En effet, soicat A la position de la tige motrice, B celle
de la roulette, 1 celle du centre instantané de rotation.

Quand l'ensemble a ellectué aulour de I une rotalion
élémentaire o3, la roulette est venoe en B et a parcourn
Vare ¢lémentaire

BR' = Bl %,
Son développement, projection de cet arc sur son plan,

esk
Bl da sinz = Bl do = 5 dg.
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Supposons maintenant la roulelte placée en B, sur une
perpendicalaire en B au bras moteur et’de telle sorte que
. son axe reste paralléle a la direction HA.

L'are parcouru pendant la rotation r;tf? est alors

BB =B 1ds

etle développement correspondant de la roulette
Byldysina'= By H do = ¢ ds,

quantité égale 4 celle trouvée dans le premier cas.

DISEOSITIONS PRATIQUES DES PLANIMETRES.

Dans la théorie du planimétre, nous n'avons fait aucune
hypothése spéciale sur la nature de la divectrice ', Prati-
quement, les courbes les plus simples 4 employer dans la
construction des appareils sont évidemment la ligne droite
et le cercle. Nous avons déja vu que dans ce dernier cas
il suffisait de relier la tige de longueur constante & une
seconde lige, mobile autour d'un point fixe.
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Nous dishinguerons done parmi les appal‘cils utilisant

le principe de la droite de longueur constante :

1 Les planimétres polaires ayant pour directrice une
circonférence de cercle.

2" Les planiméires linéaires dans lesquels la direcirice
est une ligne droite.

J° Le planimétre de Prytz ou la directrice est quelcongue
mais astreinte a étre tangente i la droite de longueur
constante, et le planimétre de Petersen dans lequel cette
droite reste parallele 4 une direction fixe.

PLANIMETRES POLAIRES.

Planimétre polaire d'Amsler. — Clest le premier
appareil imaginé par Amsler en 18534 ; il est remarquable
par sa grande simplicité et la facilité de son maniement.
Depuis sa découverte, il n'a subi que des perfectionne-

ments de détails.

Fig. 14.

Hh}@j c.

Il1se compose ( fig. 14) de deux liges articulées AB, BC.

La tige AB (bras polaire) pivote autour du point A; la
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tige: BC (bras motenr) porte & son extrémité G une pointe
(tragoir) avee laquelle on suit:le contour fermé dont on
veul. évaluer aire. Celle branche se prolonge par une
partie BH destinée i recevoir-la monture de la roulelle
intégrantg et de 'appareil compteur.

Cette partie, la: plus délicate de I'instrument;, comprend
( fig: 15} laroulette, en acier-durei, i rebords saillants. Elle

Fig. 15.

est montée sur un axe dont les extrémilés, lerminées en
pointe, s’engagent dans deux coussinels portés par la
monture, Cet axe, par une transmission; de- vis tangente,
fail tourner un petil pignon. i axe vertical dont les. divi-
sions se déplacent devant un vepére fixe.

Enfin, un vernier fixe est placé sur la monture et per-
met- d'apprécier les dixiezmes de division. La roulette est
divisée en 100 parties dgales par des: Lraits gravés sur cel-
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luloide blane, et appareil est construit de telle sorte que
le petit pignon tourne d’une division quand la rouletle
intégrante a fail un Llour complet autour de son axe. Le
petit pignon donne le premier chiffre du résultat, la rou-
lette les chiflres suivants, et le vernier les fractions, La
graduation varie d'ailleurs avec les différents modeles, et
une instruction jointe & chagque appareil indique les unités
i employer et la fagon dont les lectures doivent éwre
faites.

Cette disposition de 11uppa1*eil enregistreur est celle
qu'on rencontre dans la PFES([.LIE totalité des appareils
d'intégration.

Le pble de Pinstrument est constitué par une pointe
séche en acier, s’enfongant dans le papier, ou mieux par
un poids P au centre duquel se trouve une articulation
servant d'axe de rotation au bras polaive (fig. 6). On
évite ainsi de faire des Lrous sur la feuille du dessin.

Fig. 10,

Les deux bras sont reliés par une articulation i genouil-
lére construite de facon & éviter les ballottements,

Le tragoir est une simple pointe d'acier dont la téte,
formant puignée, est destinée a faciliter le parcours de la
courbe. La maison Coradi emploie la disposition suni-
vante : Une pelite poignée est mobile autour de l'axe de
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la pointe et porte un support s reposant sur la feuille du
dessin et réglable de telle sorte que la pointe du tragoir
affieure le contour de la conrbe sans la toucher. Le tragoir
peut d'aillenrs, par une légére pression, five abaissé g'il
est nécessaire de marquer des points de repére sur la
courbe.,

Pour mesurer aire d'une surface, on place le pble de
telle sorte que le tragoir puisse parcourir Lout le contour;
puis, ayant noté le nombre indiqué par 'appareil enregis-
trear, on parcourt la courbe aussi exactement que pf.us-
sible dans le sens du mouvement des aiguilles d'une
montre, et, une fois revenu au point de départ, on note
de nouveau les indications de la roulette. Si alors le pole
est extérieur 4 la courbe, la dillérence des denx lectures
donne la valeur de I'aire.

Si le pole a été pris intérieurement i la courbe, 1l faut,
d'apris ce que nous savons, ajouter une conslante gui

est indiquée pour chaque instrument.

Planimétre & compensation. — Clest un planimétre
polaive disposé de fagon 4 faire disparaitre 'ecreur pro-

Fig., 17.

venant d'un défaut de parallélisme, tonjours possible, de
I'axe de la ronlette et de eelui du bras moteur.
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A cet effet, Vappareil {fig. 17 et 18), est constrait de
telle sorte que le bras moleur puisse passer sous le bras

polaire, el étre ainsi placé soit a droile, soil & gauche de
Fig. 18.

Eras DOIRIre = I

o -
bras mofeur .
i

celui-ci. En faisant deux opérations dans ces conditions,
et en prenant la moyenne des résultats, il y a sensiblement
compensation de Ierreur.

Sotent, en effet { g, 19}, PA le bras polaire, AM la

Fig, 1.

L

direction du bras moteur, AR celle de I'axe de la roulette
faisant avec ce dernier I'angle e.

AA" étant un élément de la directrice, la roulette enre-
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gisire lintégrale

fd.!!-il'l[i—z:l,

fd.tsinim—;}:r:uﬁ fdseai:::-—sinsfds cosd,

Pour une position AM' du bras moteur, symélrique
de AM par rapport & PA, on aura, pour la valeur de I'in-
tégrale enregistrée par la roulette,

fdsﬁinh'hﬂ'=fdssin[1:—(':—'—s}]
f(fsﬁin{z—!-E:} —_-cc:--ssfdssiu:—e—sins fd:cuﬂ.

La moyenne des deux résultats est done

A= t-::-sef dssin g,

et la différence avec le résultat cherché

ou

-

.-k—.-h—-fdssina—msz ,' s sing,

L

# t
A—Ay= fdsﬁjll:[l:l'—':l'lﬁs}: d‘s:.inxl: e i— -+ .. )

Cette différence est done de Uordre de 2%, el par suite

négligeable, s étant toujours trés petit.

Planimétre a disque. — Dans le planimétre polaire
que nNous Venons de déerire, la roulette repose directe-
ment sur la feuille de dessin et esi par conseéquent sou-
mise aux inégalités de celle-ci, surtout si l'on a affaire &
de vieux plans pliés. On évile cet inconvénient dans le

planimétre a disque en fuisant reposer la roulette mnteé-
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grante sur un plateau mobile autour d'un axe vertical
passanl par son centre et entrainé avec le bras polaire, La
précision est en outre augmentée, le développement de la
roulette étant multiplié dans un rapport connu,
L'appareil comprend ( fig. 20) un platean cirenlaire P

MaFrg n:knr

sur le centre duquel repose le bras polaire A par Uinter-
médiaive d’une articulation sphérique. Ce bras supporte le
disque S5 qui est solidaive d'un petit pignon r; celui-ci,
en roulant sur une couronne dentée portée par P, entraine
la rotation de S autour de leur axe commun (O, A Vextré-
mité du bras polaive est articulée la tige motrice I qui est
solidaire d'un cadre portant la roulette intégrante. L'axe
de cette derniére est, par construction, paralléle i celui de
la tige motrice.

Désignons { fig.21)par L la longueur AO du bras polaire,
et soit ds la longueur de I'élément de courbe déerit par le
point A {cercle polaire}; pour une rotation &0 autour
de O,0n a ds = Ldl et le plateau S dans ce mouvement a
tourné autour de O' d’un angle dy, tel que

dT=T=

r étanl le rayon du petit pignon.
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Le déplacement élémentaire du planimétre peut étre
ramené & une rotation df du bras polaire autour de O,

Fig. o1,

suivie d'une rotation (de — d) de la lige motrice autour
du point A; or, par construction, le plan de la roulette
passe par le point A; pendant cette seconde rotation, la
rouletle se déplacera done tangenticllement & son axe BN
€l ne lournera pas.

La rotation de la roulette sur elle-méme est done pro-
duite par le seul déplacement df de Pensemble autour
de O,

Le point de contact B de la rouletie déerit dans cette
rotation un chemin O'B oy et le développement corres-

pondant.est
"By in i,
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Oy
O sinf = 0'0C=0"Asing = [L=— (R4 sine,

et, remplacant dy et dl par leurs valeurs,
O'B dysinp = [L — (R + /)] = d sina
R .
=[L—(R +"}']Fd3 sine;

par conséquent, on a pour la valeur du développement de

la roulette
R-r .
g = (I — —-—r-—j-) Ed: sina,
L r
et, transportant cette valeur de os sin @ dans la formule

générale des planimétres,

edd = {elssing + g‘ﬁf'-‘

PR P

R _H+r I
T )

d'ot, en intégrant,

1
Ao I e ey %tg—l— eonsl.

Comme précédemment, il y a deux cas a distinguer :

1 51 le pdle est extériear 4 la courbe, o reprend la
méme valeur, quand le tragoir a déerit tout le conlour de
la courbe. On a alors

L]

- IF —'—'—'—I{ = R _.I:_. 2 ;
=55)

a" Si le pdle est intérieur & la courbe, ¢ varie de o
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d 27, et la surface du cercle polaire n'ayant pas éié
balayée par le bras moteur, il faut ajouter son aire =l.*,
ce (qui donne pour la valeur de A -

e LT 47

]
”*=",’Fﬁm
UL

”

= (L*+4-12) représente la surface du cercle de base. Si le
tragoir déerit sa circonfévence, le Plﬂli. de la roulette
passe par le pole, et celle-ci ne tonrne pas. Si l'on coni-
pare l'expression du rayon de ce cercle dans le cas du
planimétre & disque et dans celui du planimétre polaire
d"Amsler, o sa valeur est m, on voil que
dans le premier le terme 2al a disparu, puisque, le
- plan de la roulette passant constamment par A, a est
nul. Cette disposition est favorable aux réductions de
glissement.

L'appareil que nous venons de décrirve est construit par
la maison Coradi.

Dans d’autres modéles { fig. 22), on a conservé le dispo-

Fig, w,

silif adopté par Amsler lui-méme. La couronne dentée du
plateau polairve est supprimée. Le bras polaire porte alors,
bE M, 3
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prés de son arliculation avec le bras moteur, un galet
conigue roulant sur la feuille de dessin quand l'appareil
tourne autour du pole. Ce galet produit la rotation du
plateau § par un systéme d’engrenage entrainant un petit
pignon fixé sur I'axe de ce plateau. Le contact de ce der-
nier avee la roulette intégrante est assuré par un contre-
poids. Le principe et le fonctionnement de l'instrument
sont les mémes que dans le cas précédent.

PLANIMETRES LINEAIRES,

Nous avons vu que dans ces planimétres, la courhe
directrice n’est plus un cercle, mais une ligne droite.
Les instruments de celle catégorie seront constitués par

Fig. 23

un chariot se déplagant parallelement & la directrice, et
par une tige de longueur constanle portant 4 une de scs
extrémilés un tragoir el articulée & l'aulre en un point du
chariot,

Reprenons la formule des planiméitres

dA = [ dseinu 4+ ? el



=
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<l supposons que le point A décrive Paxe des z; on a
# chaque mstant

ds = dx, ¥ =/lsinz,
done

1
f.il'!. :J-" -af;i,‘ |- J:ff:{l,

<t, pour un contour fermé,

A :t.’fdssl'nq:fydx.

Si le point A, au lieu de décrire I'axe oz, se déplace
sur une droite qui lui soit paralléle, on a

fsi.n'x-._j"ia,

H
d.ﬂ:(_;fir:}e’b:-l-%d-:_:-,

<t; lorsqu’on est revenu au point de départ,
A= f.r-ufrr '
L

fa dx élant nul, puisque z reprend la méme valear,

Planimétre roulant a sphére. — Ce planimétre, repré-
senté dans son ensemble (fig. 24), se compose d'un
chariot B reposant sur deux rouleaux R', R', montés sur
le méme axe. Leurs jantes sont pourvues de stries, de
telle sorte que Pappareil se déplace constamment dans la
direction perpendiculaire i I'axe des rouleaux.

L'un d'eux porte une denture extérieure en retrait sur
fa jante, engrenant avec un petit pignon fixé sur 'axe
portant le segment de sphére K.
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Le bras moteur FM est mobile dans un cadre pratiqué
dans la traverse formant la partie principale du chariot.

Fig. 24.

H.FISEHIR 5:'-*.

Un cadre M fixé au bras porte i sa partie supérieure le
eylindre qui reste constamment langent i la sphére et
commande d'autre part lappareil envegistreur.

1 résulte des disposiLinnsprécéden!esr{ue,siI'nndésigne
(fig. =5 et 26) par. r le rayon du pignon p, par @ celui
de la sphére et par dy la rotation antour de son axe, lorsque

I'ensemble a parcourn un chemin

lels = o = R i,

le segment de sphére a tourné autour de son axe de dy,

el que
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Or, dans cette rotation, le point de contact ¢ du cylindre
et de la sphirve a subi, sur la circonférence du petit

cercle ¢¢', un déplacement élémentaire égal 4

& Sina dy.

Fig. =23,

Le cylindre entrainé par la sphire a tournéd de dw: et,
s'il n'y a pas eu glissement, on a
adw = a sinz dy,

. R i .
podm = asing—dil = = dssinx,
r r

Transportant la valear de o5 sin z dans la formule des
planimétres, on a

r n

A =8 - d - = d,

P PR

d’on
r it

A = pl—w—+ — o+ const,,
P 2 '

et pour un contour fermé, » reprenant la méme valeur,

A= P.fim.

Lie planumétre présente, par rapport aux appareils pre-
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cédents, lavantage d'avoir des lignes de glissement nota—
blement réduites.

Fig. a6,

A
"~
-

_?5'

|
i
I
1
i .
I
i
'
'

1o’y a glissement que dans deux cas:

1" Si I'on lail parcourir au tragoir une civconférence de
ravon {, les rouleanx ne se déplacant pas, le evlindre
enregislreur ne lourne pas autour de son axe, mais il
pivote autour du point o de I'axe de la sphire ; ce point
¢'éloignant du centre de cetie sphére, il se produit un
léger glissement et le cadre du cylindre se souléve légére-
ment.

2" Lorsque le bras moteur est normal i I'axe des rou-

leaux, si l'axe du cylindre et celui de la sphére ne se
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rencontrent pas exactement et sont & une distance o, il se
produit un glissement sur la civconférence du petit cercle

de ravon d.

Planimétre linéaire & disgue tournant. — Comme
dans le planimétre polaire & disque,la roulette intégrante

Fig. 27,

est entrainée par la rotation d'un platean sur lequel elle
repose directement et qui tourne autour d'un axe per-
pendiculaire & son plan et passant par son centre.

L'appareil comprend { fig. 28) un chariot portant 'axe
du disque s et monté sur deux roues R, R’ & rebords
minces.

Tout I'ensemble se déplace le long d'un cadre reposant
sur le dessin et formé de deox traverses paralléles, La
traverse inférieure 1" porte une rainure servant de che-
min de roulement aux deux roues K, B'. La traverse
supérienre ' est munie d'une erémaillére sur laquelle
engréne un petit pignon p monté sur axe du disque et
entrainant celui-ci dans le mouvement de translation du
chariot, _

Le plan de la roulette passe par le point A darticula=-
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tion de la tige motrice avec le chariot; il en résulte

qu'elle se déplace normalement & son plan, sans tourner,

Fig. a8.

si le bras moteur pivote autour de A. On peut donc
ramener le déplacement ¢élémentaire du planimétre i une
translation entrainant la rotation du disque et, par suite,
celle de la roulette autour de son axe, et & une rotation dp
du bras moteur pendant laquelle celle-ci ne tourne pas.

Lorsque le chariot §'est déplacé de dr, le plateau a
tourné de dvy, tel que

dr =r JT.,

r étant le rayon du peut pignon. La roulette a tourné
de duw, tel que
g dw = O'E dy sin .
O
O'Esinf=0'D = 0'Asinx.
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On a done
pdw = 0'Asinady = o :-'t dx sina,
d sinz = ‘-_;'A 7 dw,

et transportant cette valeur de de sin= dans la formule

. i
dh = ldising + — dy,
w

il vient
= {2
E-I?.":ﬂf did—;ff?.'
\ = fp ¢
= U'."hllm_ _}_t:? = const.,

et, s1 'on suit une courbe fermée,

(1) A= ﬁr'ur.

Remargque. — Celte théorie est idenlique i celle du
planimétre polaire i disque, et il est facile de vérifier que
la valenr de A dans ce planiméire se réduit a expres-
sion (1), =1 I'on suppose que, le pile s'éloignant & Pindim
dans la direction AQ', L et R angmentent indéfiniment.

En effet, dans ce cas, la circonférence du disque polaire
devient a la limite une droite perpendiculaire a AQ, et
l'on a

{2 farm larw

A= = = F
R
E(I—- I) E|I.—1'l{—9—r~}i Rao
oL L L. .

AQ' étant la distance dua centre du disque au point d’ar=

ticulation dua bras moteur,
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S5 K et L augmentent indéfiniment, A a pour valeur

4 la limite
I?rm

ALY

n retrouve lexpression (1),

La longueur du chemin que peut parcourir I'appareil
est limitée par les dimensions du cadre portant la cré-
maillére et la rainure de roulement. Avec le planimitre
sphére, on peut, au contraire, mesurer en une seule fois
Paire d’une courbe présentant un développement quel-
conque dans la direction suivant laquelle se déplace le
chariat.

Dans un modéle construit par Amsler, la traverse infé-
rieure du cadre portait la erémaillére; dans la traverse
supérieure était creusé le chemin de roulement du cha-
riol auquel ftait suspendu appareil.

L maison Coradi construit un planimétre linéaire
spécialement desting i évaluer aive des surfaces (u’on
rencontre dans P'étude des probléemes de déplacement
et de stabilité en construction navale. Il se compose d'un
chariot s’accouplant comme un bras polaire & un plani-
métre 4 compensation ordinaire. L'ensemble, chariot et
planimétre, se meut dans une longue régle a rainures
qu'on dispose parallélement & la grande dimension du

plam.
PLAXIMETRE DE PRYTE.
Le planimeétre imaging en 1886 par le capitaine Prytz,

de 'armée danoise, est remarquable par son extréme sim-

plicité et la commodité de son emploi. Une tige métal-
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lique, recourbie & angle droit a ses deux pxtrémités,
constitue tout Pappareil; 'une d'elles est aplatie en lame
coupante formant hachette, I'autre se lermine par une
pointe mousse.

La distance du point A au point de contact de la tan-

Fig. an.

gente & la hachette en son milicu est la base de l'instru-
ment; celte longueur est d’environ 257, L'appared étant
maintenu dans un plan vertical, si l'on suit avec la
pointe A le contour d'une courbe, le tranchant de la
hachette trace un sillon sur la fenille de papier et ne subit
pas de déplacement latéral sans un effort appréciable. Dans
le mouvement continn de A sur la courbe, le point de
contact I} de la hachette déerit par suite une courbe I i
lagquelle la droite AB est constamment tangente,

Les deux eourbes sont liées entre elles par certaines

conditions.

Fig, 3o.

E

La courbe C étant donnée, la courbe E peut étre consi-
dérée comme le lien des points B, tels que la droite AR
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touche constamment son cm-ela::ppe en ce pnint; S0
mouvement se réduit alors 4 une translation et & une rola-

tion ¢lémentaires,

A

L

Héciproquement, si l'on connait la courbe K, on
obtient C en portant sur chaque tangente et 4 partir du
point de contact une longueur BA égale & £, Le licu des
points A ainsi obtenus est la courbe cherchée.
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Mais il est évident qu'a chaque courbe G correspond
une infinité de courbes telles que E dont la forme et la
position dépendent de Porigine du point A sur C el de
"orientation initiale de AB,

(Juelles que soient d'ailleurs len rs positions relatives, les
deux courbes présentent cerlaines particularités résultant
de la facon dont elles se déduisent N'une de Fautre.

Si la druite AB (fig. 31) est normale en m i la courbe C
et si la concavité est du cdté opposé i AB, la courbe E
présente, en général, un |minldemhrmlsseuwnmﬂ les bran-
ches de courbe ont la position indiquée par la figure («).

Si la concavité est tournée vers A3, les deux branches
aboutissant en B auront la forme de la figure (3), et si,
sur une cerlaine étendue, la courbe C se confond avec la
circonférence de centre B et de rayon AB, la courbe E
présente en B un point anguleux oi Pangle des tangentes
est langle au centre de l'are de cercle aa’ ( fig. 1)

Enfin, on peut encore remarquer que, si la droite AB
est tangente en m a la courbe G, la courbe E présente, en

général, un point d'inflexion en B.

Théorie de Uappareil. — 1l résulte de ce qui précéde
que le planimétre se réduil & une tige de longueur con-
stante s'appuyant sur deux courhes, dont l'une, la
courbe E, joue le rile de directrice.

Reprenons la formule générale

dd = ldssinz + _-lf’ .

La droite A, B, (fig. 32) tracant sa propre directrice i
laquelle elle est constamment tangente, on a sinz =0,
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el la formule précédente se réduit &
1
A= ds,
d'oi, en intégrant,

I
ﬁ:;f!?,

la constante étant évidemment nulle { '),

Fig. 32.

On peut dés lors se rendre compte assez simplement
du principe de I'appareil de la facon suivante :

Placons la pointe A (fig. 33) en un point quel-
conque m de C et faisons lui parcourir le contour dans
le sens de la fleche. Le lieu des points B, de contact de la
hachette avec son enveloppe, va étre une courbe telle que

(%) Oo pent daillesres ealcoler Paire A directement de la facon sui-

vamte :

Soient A B, AR, deux vecteurs infiniment veisins. faisant entre eux
Fangle d¢. L'aire élémentaire peut, aux infiniment pelits du teoisiéme
ordre pres, dtre remplacée par celle du sectenr de cerele de rayon f et
d'angle a2, Su valeur est

dA = % Py

L pfge =1
J\--—_lilfﬂ'.?._if!?s

@ étant angle des dewx positions extrémes de AL,

e, en intégrant,
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B, E, E, B, avec des points de rebroussement en E,, E;
correspondant aux posilions pour lesquelles AB est nor-

male i la courbe G,

Fiz. 33

Lorsque la pointe A est revenue & son point de départ
apres avoir fait un tour complet, la droite AB occupe la
position ABy et a tonrné d'un angle ¢ par rapport ARB,.

D'aprés ce que nous savons, l'aire balayie par la

droite AB est égale & ;:‘*?.

Or, il est facile de voir que I'aire en question se réduil
a celle du contour €, que nous désignerons par I, et a
celle qui est comprise entre AB,, AB, et la courhe
B, E, E. B, : soit ¥ cette derniire.

Toutes les autres parties du plan, balayées par la
droite AB, le sont deox fois et en sens inverse; la valeur
de leur aire ne figure donc pas dans le résultat final de
l'opération. Or, si T'on prend comme sens positif celui
dans lequel est balayée 'aire £ (sens de la fleche), T'le
sera en sens inverse; on doit done prendre cette derniére
avec le signe — et 'on aura

(1) ¥ E':if‘kp.
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Pour évaluer ¥, tracons 'arc de cercle B, B, de centre A
et de ravon {. On détermine ainsi deux surfaces com-
prises entre cet are el lacourbe B, E, E; B, : soient 5, et =,

lewrs aives, On a

1
E= “F*tl.'a—-—':rg—:rl,

el transportant cette yvaleur de ¥ dans (1), il vient

[.e principe de l'apparcil consiste & supposer que les

aires &, 55 sont dgales; expression de T se réduit alors 4

Y=y,

Or, {*5, qu'on peul éerire > I3, représente le produit
des nombres qui mesurent la base du planimétre et la
longueur de l'are By By, Dans la pratique, on obtient un
résultat trés suffisamment exact en prenant, non pas are,
mais la corde B, B,.

Pour faire usage du planimétre, il suffit done de placer
la pointe A en un point quelconque du contour et d'effec-
tuer un parcours complet. Oo repére les points B,, B,
correspondant aux points de départ et d'arrivée, ce qu'on
fait en appuysnt légérement sur la hachette: le pro-
duit de la longuenr de l'appareil par la distance B, B,
donne 'aire cherchée.

Le point de départ peut étre pris, en principe, quel-
condue sur la courbe C; mais, comme nous savons que la
forme de la courbe E dépend de l'orientation imitiale de
la droite AB, la position de cette derniére n'est pas com-
pletement indifférente.
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Il faut, en général, s'arranger de facon que la normale
a AB, au point choisi, partage la figure en deux parties
équivalentes.

Pour qu'on puisse se servir de Pappareil, il faut que la
plus grande dimension de la figure ne soit pas supérieure
a la moitié de la longueur AB. 5i I'on ne peuat effectuer la
mesure en une seule fois, on divise par des hgnes droites
la surface en plusieurs parties, et, aprés avoir déterminé
I'aire de chacune d’elles, on fait la somme des résultats.

Dans la pratique, pour éliminer les causes d'erreur, on

Fig. 34.

retourne la figure de 1807, et 'on recommence 'opération
en partant du méme point et en faisant en sens opposé un
tour complet sur la courbe C. On prend ensuite la
moyenne des deux résultats.

Au lien de prendre le point de départ sur le contour
lui-méme, on peut le choisie & lintérieur de la surface.
Clest la méthode employée par Uinventeur lui-méme dans
la théorie qu'il a donnée de son appareil.

On obtient alors la disposition de la figure 34, et l'on a

comme précédemment

=0 40—

nE M.

FE
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En supposant 7, =73, il vient
=g

Pour que la condition 5, = =, soil réalisée, on démontre
que le point de départ doit ére dans le voisinage du
centre de gravité de la surface C.

PLANIMETRE DE PETERSEN,

Dans la formule
dA = [ dssine + gdﬂ._:-.
au lien d'avoir sinz=:0 {cas du planimétre de Prytz), on
peut supposer dz=o0; la droite BC, de longueur con-
stante, se déplace alors paralltlement a elle-méme. Gest
d'aprés ce principe qu'a été construit le planimétre de
Petersen. On peut le rattacher & la catégorie des plani-
métres polaires et il présente celle particularité de ne
pas avoir de roulette intégrante.

Sa disposition est la suivante ! une tige OA peut SErvir
de bras polaire, le pdle élant en O, ¢t le point A décrivant
la directrice. Une seconde tige BC, articuléeen Ad la pre-
miére, porte en C le tragoir destiné & parcourir la courbe.
L'extrémité B est solidaire d'un manchon qui peut se
déplacer, a frottement doux, sur une tige graduée RIV,
perpendiculaire 4 BC. Celle lige sert d’axe de rotation a
deux rouleaux & jantes larges; par suite, elle ne peut
que se déplacer parallélement i elle-méme.

Quand le tracoir suil la courbe, Paxe KR’ se déplace
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donc sous 'action des tiges OA et AB, et le manchon B

coulisse sur RR',
Fig. 35.

J—c—{p

Si lon considére égalite
dA = {dising,

on remarque que s sin %, projection sur la direetion RR’
de I'élément de directrice ds, est égal & dx, quantité dont
s'esl déplacé le manchon.

Donc
dh = ldr,

A = {r + const.,
A= I{xy— ),

x, et x, étant Jes lectures faites an commencement et 4
la tin de l'opération; ces dernigres se foul 4 laide d'une
graduation portée par ia tige RR'.
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Planim#&tres 4 rotation.
THEORIE.

Considérons un cone de révolution d'angle au sommet
égal & 22, et dont l'axe est incliné de « sur le plan du
dessin, de Lelle sorte, par conséquent, que sa génératrice
supérieure SA se trouve étre paralléle i ce plan.

Transportons ce cone parallelement & lui-méme en le

faisant tourner aulour de son axe par l'intermédiaire
d’un pignon de rayon rroulant sur un rail paralléle 4 laxe
des x; un point queleongue M de la génératrice SA décrira

sur le paralléle MM’ un arc élémentaire
OM g8 = 5Msin 1%:

dh étant l'angle dont a tourné le cone pendant le déplace-
ment élémentaire dor.

Si maintenant une roulette R a son axe paralléle i SA
et accompagne le déplacement du cine en se mouvant sur
la g'nératrice SA, de telle sorte que SM s0il conslam-

ment égal & ¥, elle tournera, s'il n'y a pas glissement
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dans son plan, d'on angle dw, tel que

sinx

:Jd'm:_yufr
On tire de la

sind
gr

! sima
W= f yir .
’ r
L

dw:_}’(f-?‘.‘

r

5

L'angle dont a tourné la roulette permel done d'évaluer
I'aire d'une courbe comprise entre deux limites données.

On peut réaliser lu condition SM =) en suivant la
courbe avec un tracoir invariablement relié i I'axe de la
roulelte, et en s'arrangeant de telle sorte que lordonnée
de cette courbe soit, au début, égale & la distance de la
roulette an sommel,

La théorie précédente subsiste si l'on suppose que =z

a o . T a 3 4 ¥
devienne égal a - La surface du cone se réduit alors & un

cercle qui, en se déplacant parallélement & ox, tourne
autour d'un axe vertical passant par son centre.

On a alors

a
T
= — lr.

Hemargue. — Le lien du point de contact de la rou-
lette sur la surface du edne est une courbe gu'on peut
tracer 4 l'aide d'un appareil enregistreur. Il est facile de
voir que la connaissance de cette courbe permet de déter-
miner la valeur du moment statique et du moment d'inertie
de la courbe proposée, par rapport & ox,

Développons la surface du cone. On obtient ( fig. 37)
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un secteur circulaire d'angle au sommel w = 2T sing, cb
limité par un arc de cercle de longueur L =wD, D étant

la longueur de la génératrice SA. La trace de la roulette
se développe suivant une courbe C, et deux génératrices
infiniment voisines ont pour trace, dans le développe-
ment, deux rayons vecteurs Sm, Sm' faisant entre eux
Pangle ds.

L'aire élémentaire Spem’ a pour expression

Or g =y de plus dp est proportionnel & dx ; en elfet,

3
l'are élémentaive mme' a pour valeur

ds = p dy et ds = OM 40,
Done
gy = OM ol = & sinz o,

iy = sinx dfl

f, rotation élémentaire du cone, est proportionnel & dx;
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par conséguent

dp = sina ) dr = K dz,

et 'on a finalement
2
dlb= K l}— dx,

I r—
d=K f -?”Trfa:= KM, (aire A),
a,

les limiles d’intégration s'étendant & la totalité du déve-
loppement de la courbe C.

Done, le moment statique de l'aire de la courbe proposée
par rapport & ox est mesurée, i un facteur constant prés,
par 'aire 4 de la courhe C.

Prenons maintenant le moment statique polaire de
l'aire A de celte méme courbe € par rapport 4 5: on a

-
';r'l

M .
dIR ;= L P A
2003

1 3
adil; = :‘1_; sina b dr = H%d&',

et, en intégranl,

kg Pﬁ ity J""I
I, = f P s = h.f X dz = Klyg (aire A).
g 4 iy
Le moment d'inertie de la courbe A par rapport i ox est
done mesuré, & un facteur constant prés, par le moment
statique, par rapport 4 S, de laire A de la courbe C.

Dans le cas ol o= e pat-i-dire =1 'on a affaire & un

plateau circulaire, toutes les conclusions précédentes
subsistent.
Etant donnée une courbe A, on pourrait done, par ce
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moyen. délerminer la valeur de son aire, de son moment
statique et de son moment d'inertie par rapport & or,
mais on est obligé d'ellfectuer trois opérations. 1l vaut
done mieux employer un intégrométre qui permet de

mesurer, en une seule fois, ces trois quantités.

PLANIMETRE T'H BrFPFIROFER.

Imaginé vers lﬂﬁj par l'ingénieur suisse Huppikufer,
cet appareil €tait une application directe du principe céne
et roulette, que nous venons d'émdier.

Il se compose essentiellement d'un cdne en bronze
(fig. 38) dont la génératrice supérieure est horizontale.

Fig. 36.

e /”fj

L'axe de ce cdne repose par lintermédiaive de deux cons-
sinets sur les supports d'un chariot A, qui peut recevoir

un mouvement de translation perpendiculaire ala généra-
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trice horizontale. Ce chariot se déplace 4 'aide de galets g
et de roulettes sur un chemin de roulement constitué par
un rail et une bande métallique.

Sur le chariot repose ume tige T, qui peut coulisser
parallélement 4 la génératrice horizontale du cine et
porte, & son extrémité droite, une poignée et, i son extré-
mité gauche, une pointe destinée & suivree le contour de
la courbe. Celle tige est en outre reliée invariablement &
un cadre supportant la roulette R et un appareil comp-
teur, le tout étant disposé de telle sorte que le point de
contact de la roulette se trouve loujours sur la génératrice
horizonale.

Enfin, I'axe du edne porte un petit pignon p, pouvant
rouler sur une bande métallique paralléle an chemin de
roulement du chariot,

Il résulte des dispositions précédentes que, sil’on déplace
ce dernier parallélement i I'axe des x, le pignon p fera
tourner le edne aulour de son axe de df, tel que

dft = K d.

Si, avec la pointe de la tige mobile, on suit, pendant ce
mouvement, le contour de la courbe, on voit que la dis-
tance du point de contact de la roulette au sommet du
cone sera constamment égale i l'ordonnée y, si l'on s'esl
arrangé de telle sorte que cette condition soit remplie
dés le début de I'opération.

Done, d'aprés ce qui a é1é établi précédemment, la
rotation de la roulette permet de mesurer l'aire de la
courbe donnée.

L’appareil est complété par un compteur disposé de la
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facon suivante : deux cadrans, I'un horizontal, 'antre
vertical, sont fixés au méme support que l'axe de la rou-

Fig. 3).

lette. L'aiguille @, du premier esl entrainée par un petit
pignon p, fixé sur son axe et engrenant avec une den-
ture de la roulette.

L'aiguille @, du second, ayant son axe paralléle & celm
de la roulette, est mise en mouvement par un pignon py en
prise’avec une roue dentée portée par l'axe ma' de celle-ci.

Ce planimétre fut un des premiers qui permit d'obtenir
des résultats vraiment pratiques, et il obtint, sur la pro-
pesition de Poncelet, le prix de Mécanique de I'Académie
des Sciences. Néanmoins, malgré son principe simple et
“ingénienx, son emploi ne s'est pas généralisé. On lui a
reproché son manque de précision et une usure trop
rapide de la roulette.

Il a été modifi¢ par Ernst et le général Morin, mais il
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n'offre plus qu'un intérét historigue. Un modéle figure
dans la collection du Conservaloire des Arts et Métiers.

PLANIMETRE DE WETLL

Wetli a construit un certain nombre d'appareils utili-
sant le principe du plateau circulaire et de la roulette. 1ls
sont disposés en général de la fagon suivante :

Le plateau horizontal P peut tourner aulour d'un axe

Fig. 40.

Ralls
P -

P

vertical porté par un chariot qui se déplace, a 'aide de
trois roues, sur des rails paralléles & I'axe des p. Une
tige T, montée sur ce chariot, coulisse perpendiculaire-
ment & la direction du chemin de roulement et porte, fixé
i ses deux extrémités, un fil qui s'enroule antonr de l'axe
du platean; cette lige est en outre munie d'un lragoir

desting & suivee le contour de la courbe,
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Si done, a aide de ce tragoir, on suit le contour d'une
courbe donnée, le chariot se déplace parallélement i oy,
pendant que la tige, dans son mouvement de transla-
tion dr parallele 3 oz, fait tourner le plateau P d'un
angle d¥ proportionnel & dir,

db = K dr,

L'axe de la roulette R est porté par un cadre mobile
autour de tourillons ¢, ¢ fixés aw socle portant le chemin
de roulement de lappareil. La roulette ne se déplace donc
pas el lourne seulement autour de son axe, lequel passe
par le centre du plateau. Un compteur ordinaire indique,
4 l'aide d'une lransmission par vis sans {in, Pangle dont
elle a tonrné.

En prenant comme axe des z une droite paralléle a la
tige et passant par la projection horizontale du point de
conlact de la roulette sur le dessin, on voit que Uy de la
courbe est constamment égal & la distance de Paxe des
au centre du plateau, augmentée d'une quantité égale au
rayon de laxe.

[Vaprés ce que nous savons, le nombre de tours de la
roulette donne, 4 une constante prés, l'aire de la courbe.

Ces apparecils présentent le méme ineonvénient que les
planimétres d'Hoppikofer. Le plateau supporte en effet
le poids de la roulette et celui d'une partie du cadre
mobile autour de ¢, ¢'; ce poids étant concentré au point
de eontact, ¢'est-i-dire sur une surface trés réduite, il en
résulte une vsure rapide de la roulette, due au glissemen
qui se produit parallzlement & son axe, dans le mouve-

ment relatif par rapport au plateau.
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Le planimétre de Wetli, construil & Zurich en 184g, a
é1é déerit par Stampler dans les Comptes rendus de ' Aeca-
démie des Sciences de Vienne en 1850. Il a été modifié
dans la suite par Starke et Hansen; Ausfeld de Gotha 2

construil également un appareil du méme type, dont il
existe un modile dans les galeries du Conservatoire des

Arts et Métiers,

PLANIMETRE DE RICIIARD.

La maison Richard a établi un planimétre destiné A

Fig. 41.

évaluer les aires des courbes & ordonnées curvilignes
fournies par les appareils enregistreurs qu'elle construit.
Les indications données par ces appareils se traduisent
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par une courbe qu’un style trace sur une feuille de papier
enroulée sur un cylindre tournant. Les abcisses sont
complées sur une circonférence du cylindre ; les ordonnées
sur des courbes qui, par développement, se transforment
en arcs de cercle.

Le planimétre Richard permet également de mesurer
toute courbe, fermée ou non, 4 ordonnées rectilignes,

Il est caractérisé par deux plateaux circulaires verticaux
tournant en sens inverse autour du méme axe d'un angle

Fig. 4z2.
gy
P S

[

I

proportionnel & oz, et par une roulette dont l'axe est
horizontal et dirigé suivant un diamétre des plateaox;
cetle roulette, placée entre les deux plateaux, tourne
autour de son axe sous lsction du couple produit par
leur rotation en sens inverse et subit en méme lemps un
déplacement axial qui n'est plus égal a I'y de la courbe,
mais lui est proportionnel. L'instrument utilise donc
direclement le principe des planimétres 4 rotation. A cet
effet, il est disposé de la facon suivante :

Le cylindre C ( fig. 431, sur legquel a été enroulé le
diagramme, peut étre entrainé i I'aide d'une vis sans fin
et d'une roue hélicoidale V, par un arbre horizonwl A,
gui produit en méme temps la rotation du plateau P par

I'intermédiaire d'un train d'engrenages conyues E.
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Cet arbre est mis en mouvement 4 la main par une
manivelle M, Il s’ensuit que la rotation du plateau P est
proportionnelle i dz. 51, en eflet, I'arbre A tourne de o9,
le eylindre tourne de dz, tel que

dr = k¥,

Le plateau P a tourné en méme temps de o'F, tel que

dF = £ db;
d'oi
dr = %d‘]’.

La roulette, constilude par un segment de sphére, est

Fig. 43.

fixée sur un axe horizontal B; elle recoit son mouve-
ment de translation suivant le diamétre des plateaux a
I'aide de la petite branche d'un levier H mobile antour de
I'axe vertical O, et dont la grande branche G se Lermine
par un tragoir F. Le levier H porte & son extrémilé un
bouton & s'engageant dans une encoche de l'axe de la

roulette. Le levier H peut également commander la tige B
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par un secteur denté engrenant sur une crémaillére
taillée dans celle-ci.

Si 'on fait tourner le levier G antour de O, le déplace-
ment de 'axe B, et par suite celui de la roulette, seront
proportionnels au chemin décrit par le tragoir F, c'est-a-
dire 4 'ordonnée de la courbe dont on cherche 'aire. Par
construction, lorsque la pointe du tragoir est sur l'axe
des x, la roulette se tronve an centre des plateaux.

Supposons alors que nous fassions tourner la manivelle

de df; les plateaux vont tourner, d'aprés ce que nous
¥
savons, de d'l—'—_"rtf:r,
Le cylindre tourne en méme temps de dz, et, y étant

l'ordonnde de la courbe 4 ce moment, 'aire élémentaire
du secteur de courbe est

dA = y dr.

La distance de la roulette au centre des plateaux est
alors &'y, la rouletle a done tourné de dw, tel que

o dw = Ky d¥ = ;.-*%; da,
gadw = K dA,
en PDSEHL
LR
K=
d'on
pro = KA.

L'angle dont tourne la roulette donne done la valeur de
I'aire cherchée,
Les lectures se font sur un compteor-totalisateur &
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quatre cadrans disposé dans une boite D, et mis en mou-
vement par 'axe de la roulette, 4 l'aide d'un pignon |‘-"‘"£'-|
ou d'un train d’engrenages coniques i long clavelage. Les
aires sont données en millimétres carrés.

Ce planimétre est caractérisé par une grande précision
etuneabsence presque totale de glissement, griice au mode
d'entrainement de la roulette,

PLANIMETRE A ROTATION D AMSLER.

Amsler a construit un appareil dans lequel le eylindre
enregistreur est entrainé par une sphére ; c'est un plani-
métre polaire o0 I'on retrouve la plupart des dispositifs
déja étudics,

Il comporte { fiz. 44) un support cireulaire dont le
rebord porte une denture () sur laquelle engréne un
petit pignon H calé sur le bras polaire. Ce dernier porte
d l'une de ses extrémités une petite sphire ¢pousant exac-
tement la forme de I'évidement d'un axe vertical P qui
passe au cenlrve du support et sert d'axe de rotation, A
Pautre extrémité est fixée une sphére erense O, qui lourne
autour de l'axe polaire quand celui-ci se déplace autour
de P. Le bras moteur est mobile autour d’un axe ver-
tical €, passant par le centre de la sphére O, et porte une
rainure dans laquelle peut se monvoir un chariot supporté
par deox roues & bords minces. Ce chariot porte le
c¢ylindre dont le point de contact avec la sphére est 1ou-
jours situé sur la circonférence d'un grand cercle hori-
zontal,

Désignons { fig. 43) par L la distance du centre du

De M. 5
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support au point d'articulation du bras moteur avec le
bras polaire; par R'le rayon moyen de la denture, » celui
du pignon H, R celui de la sphére O,

Fig. 44-

Le déplacement élémentaive du planimétre peut étre
ramené i une rotation df du bras polaire et i une rotation
du bras motenr égale & do—df.

Si alors le bras polaire tourne de df autour du péle p,
le petit pignon, et par suite la sphére O, tourneront autour
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de I'axe horizontal pC de dW, 1el que
B dfi = rd¥.

Soit a I'angle du bras moteur et de la courbe décrite

Fig. 3.

par son point d’articulation avee le braspolaire; 1o cylindre,
doot l'axe est resté paralléle & CF, tournera de dw, 1el

qllﬁ
g dw = [ sinz ',

Ll

5w = ALl simz dfl,

el comme
efs = L el

IR’ ,
5 el = T dssina,

En se reportant alors & la formule

dd = el sinz +— IT—!n:_'..
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on a
rL ‘f!
d_"‘;;!?—l?dw—h -m—d'f:'.l;
d’oi
A =1 er_'_!“lu_'_c nsl
A= PR 5 ok

Comme précédemment, il v adeux casa examingr sii-
vant que le pile est intériear ou extéricur a la courbe.

Pour qu'il n'y ait pas glissement, il faut que laxe du
cylindre et I'axe de rotation de la sphére se trouvent
rigoureusement dans un méme plan.

Dans un premier modéle consteuil par Amsler, la
sphére O entrainait une roulette intégrante qui se lrouvait
coumise diss lors & des monvements de rotation et de glisse-
ment. Comme dans le cas précédent, la sphére était menée

par un pignon ::rmique, mais son axe élail incling sur

"horizontale.

PLANIMETRE J. THOMSOX.

On peut encore réaliser de différentes facons des appa-
reils utilisant le principe des planimétres rotation.

J. Thomson a construit des instruments dans lesquels
la rotation du cylindre enregistrenr, horizontal, a lieu par
Fintermédiaive d’une sphére entrainée elle-méme par la
rotation d'un plateau tournant d'un angle proportionnel
a dx. Cette sphére se déplace suivant un diamétre du pla-
teau paralléle & Paxe du eylindre, & I'aide d'une fourche
formant Uextrémité d'un bras porte-style. Le déplacement
de ce bras étant constamment égal & la variation de I'or-

donnée de cette courbe, on peut sarranger de fagon que
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la distance du point de contact de la sphére sur le plateau
aun centre de ce dernier soit égale i cetle ordonnée.
Soient R le rayon de la sphére, ¢ la distance de son
point de contact an centre du disque, K dr la rotation
élémentaire de celui-ci et W celle de la sphére; on

aura
ER dr = R W,

Pendant ce mouvement, la sphére roule sur le eylindre

Fig. 6.

¥ RN —

le long de la génératrice de contael el entraine sa rotalion

autour de Paxe aa’,

{In a alors
0w = K 'V,

don linalement
& i = h_}" d.'.l“,

pulsque & = .
L'angle w dont le cylindre a tourné donnera donc la

f'}-’ dr,

DV'une facon générale, si 4 est une fonction de =,
6 = jf{x), on peut i Vaide de ces appareils, déterminer |a

vileur de 'intégrale



T CHAPITRE L.

valeur de l'intégrale
f_}"{:r]l dr,

a

Dans les appareils constreuils par J. Thomson, le plateau
a une inclinaison de 43° sur 'horizon, de telle sorte que
'effort seul de la pesanteur produit les mouvements d'en-
trainement. Les planimétres de cetie catégorie sont d'une
construction compliquée, mais sont caractérisés par la
suppression presque compléte des frottements.

APPLICATION DU PLANIMETRE Al CALCUL I INTEGHALES.

Les différents planimétres que nous yenons d'étudier
permettent d'évaluer par une simple opération I'aire d'un
contour fermé, c'est-a-dire de déterminer la valeur de

fyd.r .-_-f_ﬁm]dr,

si la courbe, rapportée i des axes rectangulaires, est don-

Mintégrale

née par 'équation
¥ = flr)

(Construisons mainlenant une courbe ayant mémes
abscisses, mais dont les ordonnées solent les carrés des
ordonnées correspondantes de la premiére courbe. On
peut alors avec le planimétre déterminer I'aire de celle
deuxiéme courbe quia pour valeur

f}-! dr — a2 My (A,

c'est=i-dire le double du moment de l'aire A par rapport
40T,
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Construisons dans les mémes condilions une troisiéme
courbe ayant pour ordonnées »?: son aire anra pour

valeur,

[J*"ﬁr: el A

cesl-ia-dire trois fois la valear du moment d'inertie de A
par rapport & o, '

On ijcul done avec un planimétre ordinaire olbitenir,
par trois mesures successives, les valeurs de A, M, (A)

et l,, (A).

Planiméires spéciaux.
PLANIMETRE KADIAL DE DURAND-AMSLER ().

On constrait depuis quelque temps des appareils enre-
gistreurs dans lesquels les diagrammes sont tracés dans
un systéme de coordonnées polaires. A cet ellet, un disque
en papier tourne autour de son centre d'un mouvement
uniforme pendant qu'un style se meut, soit en ligne
droite. soit suivant un are de cerele, en s'éloignant ou en
s¢ rapprochant du centre,

Ces instruments, trés répamlus £n ,-"4.miirique, s50TL
employés pour les mesures du travail mécanique, de la
température, de I'énergie électrique.

Les planimétres ordinaives ne ponvant étre utilisés pour
I'évaluation des diagrammes de ce genre, le professeur

W.-F. Durand, de I'Université de Leland-Stanford,

(') Ce planimétre a éte diéceit dans la Lectscheift _,fu.r' Instrumen-
fenfunde, juillet 1.
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proposé en 1go8; 4 PAmerican Society of Mechanical
Engineers, un planimétre permettant de déterminer rapi-
dement la valeur de I"ordonnée moyenne d'un diagramme.

Fig. 47

I’appareil comprend denx tiges paralléles G, €y pouvant
coulisser dans un poids A placé au centre du diagramme :
ces denx 'Lige.s peuvent en méme lemps Lourner antonr
de ce centre. Elles sont réunies i l'une de leurs extrémités
par un cadre I portant la roulette-enregistrense I et le
tragoir avec lequel on suit le contour de la courbe. La
droite passant par le centre de rolation et par la pointe
du tragoir forme & chaque instant le rayon vecteur el est
paralléle i la direction des deux liges : enlin Paxe de la
roulette doit aussi élve rigourensement paralléle & cetle
direction.
© Si l'on suil avee le tragoir le contour d’une courbe fer-
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mée, l'indication de la roulette est proportionnelle au
produit de la valeur moyenne du rayon vecteur par
],-‘ngl'& - 3 c[mlprig. enlre les rayons vecleurs exlrémes ; en
divisant par = le nombre relevé an compteur de la roulette,
on obtient done Ja valeur de l'ordonnée moyenne du
diagramme.

Pour faire usage de I'instramenton tourne la molette G
jusqu'i ce que la pointe centrale dépasse le plan infériear
du poids; on l'introduit alors dans le trou qui se trouve
au centre du disque de papier, el Lrois aulres pointes
portées par le poids assurent la fixité de U'appareil sur la

fewille du diagramme.

PLANIMETRE DE BREUVIERE.

Ce planimdétre, dont il existe denx modeles légérement
différents dans la collection du Conservatoire des Arts et
Métiers, a é1é imaginé par Beuviére, chef des travaux du
cadastre:

On partage la surface dont on cherche l'aive en un cer-

Fig. 48.

tain nombre de bandes de méme hauteur: on oblient ainsi
des trapézes mixtilignes abed aunquels on substitue des
rectangles équivalents; il suffit pour cela de mener une
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paralléle mn aux cdtés ab, ed, Lelle que la somme algé-
brique des aires des surfaces ombrées a l'intérieur et i

Fig. f9-

B s === e m S e mSi S R 3 S el
_—

Pexlérieur du contour soit nulle, et de mesurer la lon-
goenr mrn.

L'appareil comporte un chariot muni d'une plaque de
verre, sur laquelle sont gravées des lignes paralléles a l'aide
desquelles on obtient la division par bandes. Celles-¢i en
véalité ne sont pas tracées sur le dessin. Une roue

Fig. o.

R
A0 Y

graduée R, dont le plan est paralléle 4 la plaque de verre,
est portée par le chariot et roule sur une régle L L paralléle
aux bandes.

Pour obtenir la longueur de chaque bande, on note, &
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I'aide des divisions de la roue, le chemin qu'elle a par-
couru quand le trait rr’ de la plaque s'est déplacé par
exemple de m en n.

PLANIMETRE SPHERIQUE D'AMELER.

Théorie. — Considérons { fig. 51) une sphére de
rayon R et deux plans paralléles dont Pun passe par le
centre. Si par le diamétre O3 perpendiculaire & ces plans

on méne deux autres plans, on obtient trois arcs de grand

cercle AB, AC, BD, qui, avec l'arc de petit cercle CD,
forment un rectangle sphérique. Par les points A et B
faisons passer deux arcs de grand cercle AE, BE dont les
plans fassent le méme angle & avec le plan du grand
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cercle AB. On a un second quadrilatére sphérique ABFE
ayant méme surface que le recltangle ARBDC.

Evaluons laire du quadrilatére ABFE,

On a

surl, ABFE = gurf. ABDC = s R sinz.

Or, dans le wiangle sphérique AEH, vectangle en H,
Plare de grand cercle EH ayanl pour angle an centre
I'angle =, on a

sinz = sin & sind,

d'o0 linalement

i) surfl. ABFE = s R sink siny,

Soil maintenant AC { fig. 52) un arce de grand cercle
de longueur constante, auquel est reliée nne roulette dont

le p]sm est normal i U'are AC au point I,

Fig. 5a2.

Supposons que cel ave se déplace sur sa sphére de
rayon B et considérons deux positions infiniment voisines
AC, A'C’; comme dans la théorie du planimétre polaire

servant i la mesure des surfaces planes, nous allons évaluer
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Paire balayée par 'arc AC dans son déplavement élémen-
taire.

Soient ds l'are de grand eercle DD’ parcoury par le
point de contact de la roulette, ¢ l'angle de AC avec DD'.

Le déplacement élémentaire peut étre considéré comme
produit par une translation, sur la surface de la sphére,
de AC en A,C, faisant Vangle 4 avec DIV, suivie d'une
rotation % autour de 1) amenant AL G, la position A'GEL

La surface des triangles sphériques AA'AL, COCH, drant
infiniment petite du deuxiéme ordre, peut éire négligée
et l'on a

surf. AN CC = surf, AA, D'D + surf. DY G, G

— eurl, VO Gy —surl. DYATA,.

Si lon désigne par by, by les angles an centre des arcs de

grand cercle DA et DC, on a, d'aprés la relation (1],
surf, AA'C'C = Rdssindsindy+ Redssind sind,
- Rt — coshe )l — B 1 — eashbel),
o
A% = Risink,—+ sinhs) ofs sind + R b cosh, — ik dyg )

Or dssind représente la projection du chemin DY sar
le plan de la roulette, cest-i-dire are développé sur sa
circonférence dans la rotation autour de sonaxe, pendant le
diéplacement élémentaire; soit sdw la longueur de cetare.

La relation précédente devient

d% = Ro(sinky 4 sinks) duw + HW2{cosh, — cos he ) dil,

el, en intégrant,

E .—_Rp{sinl]+5ink,}fdru4—{]fd'1.-,
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en désignant par Cla quanlilé R2 (cos 3y — cos Al
/-dm est I'angle dont a tourné la roulette; sa valeur est

donnée par le compteur de ["appareil comme dans le plani-
métre polaire ordinaire. Elle permet donc d'évaluer
Vaire £. Or quand 'are AC parcourt une surface déter-
minée, en revenant 4 son point de départ, les points A
et G décrivent sur la sphére deux courbes lermées 5, 5..

Soienl 7, el 52 les aires de ces courbes,

Si, pendant quele point Cdéerit 34, le point A parcourt
seulement une portion de la courbe S, et revient finale-

menlt i son point de départ ,fda,l'; = 0,
La surface sphérique abed comprise entre Sy, Uare ab

el les enveloppes ad, be des positions suceessives de Nare

Fig. 53.

de grand cercle AC, est halayée deux fois el cn sens
inverse. L'aire mesurée se réduit done & celle de la

courbe 5., et 'on a

E =g,

Si maintenant le point A parcourt enliérement la

courbe S, quand G déerit la courbe Sy, frf;a est égal
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i ax, et X mesure l'aire de la surface sphérique comprise

entre les deax courbes.

1*

En considérant comme surlace de la courbe 5, la sur-
lace duic?, on a

Ty= X 4 Ty,

En général on aura

X =gy— 5= K,

Remarque. — Dans certains cas particuliers on pourra

également avoir

{z) L4 a 7= jn i

car upe conrhe fermée tracée sur une sphiére la partage
en deux parties dont chacune peut érre considérde comme
étant la surface de la courbe.

[égalité (z) suppose alors qu'on prend pour surface
de la courbe S, la portion de sphére dmed’.

L’appareil imaging par Amsler présente des dispositions
analogues a celles du planimétre poelaire qu'il a construil

pour la détermination de l'aire des surfaces planes. Les
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axes qui dans ce dernier eas sont perpendiculaires au plan
du dessin (axe du tragoir, de la charniére, el de la pointe
du pole) doivent dans le planimétre sphérique ére nor-
maux & la surface delasphére, Dans ce but et pour faciliter
le maniement de l'appareil, les deux bras sont munis en
lear milieu d'une charniére qui est perpendiculaire & leur

axe longitudinal et & l'axe de larticulation C qui les
réunit, Le peint de contact de la roulette doit en outre se
trouver sur l'are de grand cercle passant par C et par la
pointe du tragoir.

Les lectures se font 4 'aide d'un apparveil compteur

idt—:uliquc 4 celur d'un planimétre ordinaire.

STEREGGMAPHOMETRE,

Le stéréographométre, dont il existe un modéle dans la
collection du Conservatoire des Arvts et Métiers, a é1é
imaginé par Amsler; il est destiné & évaluer 'aive d'une
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surface sphérique dont on connait la projection stéréngra-
phigue,

L'appareil comprend essentiellement { fig. 56) trois liges,
i, b, petdeux roues dentées B, Ry, mobiles autourde leurs
centres et engrenanl 'une sur Nautre : elles sont montées
sur un méme support solidaire de latige p, qui est perpen-

Fig. 56.

o )

diculaive & Ia ligne des centres C,C.. La roue K. aun
diamétre donble de celuide Iy et cette devniére porte une
roulette intégrante K reposant sur la fenille du dessin
comme dans un imtégrométre & moments ordinaire. Cette
roulette est disposée de telle sorte que son axe fasse
conslammenl avee la ligne Cy P un angle ézal i 2w

La tige & peot ghsser suivant sa longuenr et lowjours

ne M. iy
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dans une direction perpendiculaire i p; i cet effet, elle est
maintenne par des galets gg... dont les axes sont fixés i
une picce M solidaire de la tige p.

La roue R, est reli¢e invariablement  la tige b, et cette
derniére passe librement dans un collier 5 fixé i a et
mobile autour de I'axe perpendiculaire au plan de la figure
passant par 'intersection des deux droites.

Iextrémité F de la tige a est munie d'un style avec
lequel on suit le contour de la courbe donnée.

Tout Fensemble peut tourner autour d'une pointe P,
fixée au support M, et qui sert de pile i I'instrument : ce
point est située sur la perpendiculaire abaissée du
centre C, surla tige a. Pour effectuer une mesure, on place
le pile P au pied de la perpendiculaire abaissée du centre
de projection stéréographique sur le plan du dessin, et
avee le style F, on parcourt entiérement le contour §; la
diflérence des lectures indiguées par la roulette permet
de calculer Iaire de la surface sphérique dont s est la

projection stérdéographique.

Théorie. — La théorie de I'appareil, donnée par Amsler,
peul s'établir de la fagon smivante (*):

Considérons ( fiz. 5=) une sphére de diaméue PC,
tangente en P au plan du dessin sur lequel est tracée la
projection stéréographigue.

1l s'agit de déterminer I'aire de la surface sphérique
comprise d Uintérieur de la courbe ¢, inlersection de la

() Pentsche Mathematiler-Vereinigung, Katalog Mathematisoler
Modetle, Apparate wund Instrumente, 1852,
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sphére avee le edne de sommet C; ayant pour directrice
la courbe s,

Si I'on désigne par i« l'angle PMF' et par » angle que
le plan PCF' fait avec un plan fixe quelcongue passant

Fig. 7.

par I'C,, Paire de la figure sphérigue 5" a pour expression
. o
A= ;.i_ fr{'nﬁ:z g,

O, |!|.1I[51.'|llﬂ = Ay,

%
() A= %-fcusmu i,

Vintégration s'étendant i la totalité du contour de la sur-
face s,

Rabattons  les deux plans infiniment voisins PC,F,
PCF, sur le plan de projection, autour de leurs traces
respectives PF, PF,. Les deux triangles PC,F, PC,F,
occupent, aprés rabattement, les positions qu’aurait prises
le triangle PG F de la figure 36 avant e aprés la rotation
=z de Uinstrument autour du pale I
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Supposons { fig. 3G) que, pendant celle rolation, la
pointe F soit venue en I, sur le contour 5 et voyons quel
a é1¢é le développement correspondant de la roulette R,

Le déplacement ¢lémentaire FF, peut étre considére
comme produit par la rotation d< de la tige a autour du
pile I et par latranslation Iy F, de cetle méme lige suivant
sa propre direction.

D fait du premier mouvement. le point de contact de

Fig. 58.

la roulette dierit sur la feville de dessin un are de cercle
élémentaire de longueur PRdz. 5i Ton désigne par «
Pangle PRC,, le développement corvespondant de la vou-
ledte est par suite PR cosaedz.

Dans le second :[é]\»]iu—cnmut, de Fy en Iy, la tige
tourne de ' w autour du ecentre Cop la rove B, tourne de
adw et la roulette I développe 2 RE, .

Le développement total de celle-ci est done

d = PR eosz ds +— 200, du,
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Or dans le triangle PRH, on a
PReosx = RC; + O 1 = REp+ POy cosamg
d’oi, pour la valeur du développement,

du = RCy oy 4 peosww ds 2 [0 de,

el, en intégrant,
o= HC,] o+ p {Euz-umrfag—.ﬁﬁﬂ, f{fm.

Lorsque la pointe F a parcouruentiérement le contour s,
la tige & a repris, par rapport anx autres parties de l'ins-

trament, la méme position relative quian début de Popé-
vation : par suilﬂj{im = o,
Vautre |:uartj = est nul ou égal & 2=, swivant que le
P

pile P est extérieur ou inlérieur i la courbe s,

U a alors, suivant les cas,

W= pfrn-a'uu s,

i :pftfl:’- T o LM

Sil'on se reporte & 'éguation (1) donnant 'aire " de

la surface sphérique, on a finalement

A= 2y
ou
A= £y o PRG
H @
. RC .
Les .;Im:urulllv.-;"r—£ el =L ; s sont des constantes de 'ap-

parcil,
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CHAPITRE T11.
LES INTEGROMETRES.

Principe des intégrométres.

Nous avons vu que pour déterminer, a aide du plani-

métre, la valeur des intégrales

fgﬂ dr et f_;y“ dr,

il était nécessaire de construire préalablement des courbes
auxiliaires dont les ordonnées éraient respectivement les
carrés ou les cubes des ordonnées de la courbe primitive,
Les appareils généralement appelés intégrométres
{quel:plcfuis planimétres & moments) permettent de
caleuler en une seule opération les trois intégrales

o -

." ¥ dr, ){I_}'! dir, J{ yidr;

ils peavent méme étre :|i~if}05{55 pour donner la valenr de
l’inlég]‘alcfv}"*-:fr, ¢'est-d-dire pour calcaler, parexemple,

le moment dinertie des corps de révolution par rapport
4 leur axe géométrique ou encore par rapporl @ toul

anlre axe.

Principe des intégromeétres. — Considérons ( fig. Hg)
le hiras moteur MM d’un planimétre lindaire.
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On a

y=lsinx,

yt=[tsints, . pr={"sinTx,

L'évaluation des intégrales successives

fy! dr, ..., f_}”"cfﬂ",

revient done i celle de

i’*fsin"a:fr, ?"fﬁin”-:alr,

étendue 4 la totalité du contour de la conrbe fermeée.

Transformons sin” 2 en une somme de sinus d'angles

égaux i des multiples de 2 ou a leurs compléments.

Onai'):
si m est pair,

n
v . n
{(—1)an-lsinte = cosnx — —[-eus{n — a1

aln—ay .
. B LTI I B T ST
4 1.2 L ﬁ-'l -+
1 ¢ . . .
el s1 n esl impalr,
n-1
. —_ - N n -
(—i) 2 at-lsinta=sinnz— —sin{f—2)x
I

i —1l
1.2

- SIN{f =412 ...

('} Ces formules sEtablissent facilement de la fagon suivante

Conzidérons les expressions conjugudes:

o= C0sF b= RN T

W= cosx — {si03.
On en tire, par soustraction,

BEEIOE = B — ¥,
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En remplacant, dans 'intégrale :“"fsin"‘ 2dr, sin' & par

les valeurs ainsi trouvées, on voil que celle—ei se trans-

Fiz. 3g.

(orme en une Somme a|5_;'f.'*.hri1.|lle d'mprossimls de la forme

Iy 1 {Fin madr

o
L

& [ e |]?3i|'|_1. = {u—¥)

Elevons & la puissance wi; il vient, par application de la fermule du
bindme,

) 1 I nin—iu) -
e )2 g s M — - T ———— e,
1 (]

Si n est pair, ce développement peut s'éerire, en réunissant les lermes
dquidiztants des extrémes,

"
= . it . . A
r— 5T E = T Y — = BT T e T
1

O fev, £L 865 PUissances sucoessives, est toujours égal & r: de plus,
d'apres la formule de Moivre,

MV = COSRA - [SENR X
W= cosfna— 5N a
d'on
MY o g = 208 R
de mdme
- g = agos (o — 1) 3,
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11

ki f-cnamz dr,

m étant successivement dégal & n, o —2, ..

11 zuit de li que si, & aide d’un mécanisme approprié,
une roulette intégrante se déplace en méme lemps que le
brasmotear, detellesorte que sonaxe fasseavecra'{ fig. Go)

un angle constamment égal i@ mzx on i son complément,

quand Uextrémité ¢ parcourt la courbe, elle enregistre les
intiégrales

»

j sin i a dld = Sty

[renc il vient finalement, en vemplagant,

= . I A FEE L . .
) tEinT 3= 008N — —- seas e — )8 4 ) —————— s = X
/ p T

L]

el3

: " nlh—ul M
(=12l sint 2 = ComH T - c S B — X ﬁ" cos{m—4i2....
1 T
Siomoest impair, on a

"
oo L y -
e[ —aptainta = wt— et Tm'-,h:.-,“ Rl il PEP

Or
i

wt— = ol =t sin gz
[
Wttt = [ — s (e — ] 2

et, en remplagant,

n 1
i

L =, it = .
aif g sinta— ai—1)tsinne— — a{—)2sin {H— ]2,
’ ’ ]

[EL 1]

S—_— . i
(—e) & et lsinta = Enna — -I-sln{.ri' T E A
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. f® y
5in| — — ma | dx = Siy,,
f (‘1 ) it

!

LT

Fig fo.

Dans les formules (1), faisons n égal successivement

aa,d, 4.
Ona:
. i T . ™
n= =, sinfy= - — —Sln(— — u:),
x X ks

et, pour la valeur du moment,

M -'f::-“ in(Z—as)dr [
J.r.a'—; y{x_E[—fsm(;—.m :'F.‘—_f x|,
et si on l'intégre le long d'une courbe fermée, f{f.,r élant

M, =— E fgin (1— —‘k:l:) dr,
i. 2

It

nl:.r' =— = g,
4

nul,

w, étant I'angle dont a tourné la roulette qui a son axe

incling de }33 — o sur rx,

n=j, sinau_.——T-
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La valeur du moment d'inertie de aire A par rapport

a xx' est
L (A) = %.[y“d.r-—— % g(iilfsinadm—fsinhdx),

.1
L (A) = (30— pus),

w, et wy étant les angles dont ont tourné les ronletles
ayant leurs axes respectivement inclinés de 2 et 3z

sur zr'.

no=4, Bsin*-:=5in(i;—iz)—d!in(%—az)—l—ﬂ.

L'intégrale -Ef:i"'dz a pour expression

::;f‘y*da-::_;tfﬁﬁi.n"adr
=$£-‘-[pfain(-§—4’w) dx
—jfsin{/::;—w)dr+3ft!-'-r]n

et en intégrant le long d'un contour fermé, fre’,i:' élant

L&

nul, on a finalement

i
f‘y" dr = e [, — 4 pmy ),

=

w, ¢tant 'angle dont a tourné la roulette ayanl son axe
incliné de 1—; — fz sur ' et w, ayant la méme signification
que précédemment.

Remarque. — Si l'on désigne par R,, Ry, By, |, les

quatre rouletles intégrantes, on voit que, quand = est nul,
les roulettes B, et Ry ont leurs axes paralléles a zz', et
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que les roulettes R, et R, ont, an contraire, leurs axes
perpendiculaires & cette méme direction. L'appareil doit
donc étre établi de telle sorte rue cetle condition soit rem-
plie quand le bras porte-style est paralléle i 2z,

Intégrométres d'Amsler.

Amslera donné un ecertain nombre fi‘uppu:'eils destinds
a déterminer la surface, le centre de gravité et les moments

d'inertie des aires planes et des corps de révolution,

INTEGROMETIE DONNANT LA VALECR DES INTEGRALES

) f_;lf' e, f}"—' dr, f_}.n i,

La figure 61 donne une vue de cel appareil. 1 com-
porte{ fiz. Gz} un chariol monté sur deux roues i rebords
minces R, R, qui peuvent rouler dans la rainure BB
taillée dans une longue rigle métallique qu'on dispose sur
la fenille du dessin parallélement & Paxe des .

Le cadre duchariot porte trois axes verticaux O, O,, O,
situds sur son axe de symétrie, ¢'est-i-dire sur vne méme
perpendiculaire a ra'.

Vutour de O pivote le bras I} muni 4 son exirémité G
d’un tracoir, el en E d'une roulette intégrante ordinaire
avec complenr. Ce bras est solidaire & son autre extrémité
dun cercle portant deux secteurs circulaires ayant pour
cenlre commun O, et pour rayons rl_‘.-;]m{'[ifs apr el 3.

Chacun de ces secteurs engrine avec une roue dentée de
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rayon égald et pouvant tourner antour des axes O, et Oy,
Ces deux roues sont munies chacune d'une roulette inté-
grante dont I'axe est dirigé suivant un rayon.

Il résulte des dispositions précédentes que si, avee
le tragoir, on suit le contour d'une courbe fermée, le
chariot se déplace parallélement i 'axe des r. Le centre O,

Fig. .

déerivant alors une droite paralléle a la vaure de la
régle, le bras D joue le réle du bras motear d'un plani-
métre linéaive ordinaire. La roulette intégrante E tournera
done d'un angle w, qui mesurera 'aire de la courbe.

Pendant ce temps, chacone des deux rones a é1é en-
trainée par son seclear respechil de telle sorle que, guand
le bras motewr tournait d'un angle «, la roue de centre (),
tournail de 22, ot la rone de centre Oy de 3a.

IYaprés ce que nous savons, Uappareil est construit de
facon que, quand 2 est nul, les axes des rouleties appar-
tenant aux roues de centre O, et O, sont respectivement
perpendiculaire et paralléle & xa'.

Dhans ces conditions, les angles w,, w, dont elles auront



LES INTEGROMETRES. ]

!'E‘."-|'|!_‘.'ﬂ[.i'|."-&ﬂ':€!ﬂt Lourn® mesureront I.EE ]'nlq_"gr'a]es

fsin{;j — x| dr, fsin.'lz dr,

et, & 'aide des formules indiquées pour chaque appareil,
onpourracalculerle momentstatique et lemoment dinertie
de la courbe par rapport & zx'.

L'instrnment est complété par denx réglettes d'égale
langueur, servant & assurer le parallélisme de la régle avec
I'axe par rapport auquc] an vent |Jl‘end1‘ﬂ les moments, A
cel effet, chaque réglette porte i nne extrémité un talon i
biseau qu'on introduit dans la rainure BB, et i lautre
exlrémilé une pﬂ[lllc. Les deux régleties élant mises en
place, on dispose ulors la rigle de fagon que les pointes
viennent se¢ poser sur l'axe choisi.

I.e bras moteur porte en géndral trois Iracoirs, celui de
I'extrémité étant lixe, les deux aulres mobiles. Leur cmp]ui
est subordonné aux dimensions de la courbe, On utilise
pour chacun d'eux des formules différentes, indiquées
d'avance.

Enlin un poids P permet d’équilibrer Uappareil autour
de la ligne de roulement des rouleties K.

INTEGROMETRE D AMSLER DHYNNANT LA YALEUR DE L'INTEGRALE
.
,( yrdr.
o

Cet intégrométre, dont la figure 63 donne une wvue
d'ensemble, est identique comme dispositions géné-

rales & celul que nous venons de déerive. 1l n'en différe
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que par l'adjonction d'une quatriéme roulette intégrante
montée sur une roue By entrainée, avec les roues By et By,
par le cercle solidaire du bras moteur.

La disposition est la suivante :

Le cercle de centre O, ( iz, G4), mobile avee le bras
moteur, ne pouvant commodément recevoir Lrois secleurs
dentés de ravons diflérents, porte sur loute sa circonférence
une denture de rayon uniforme r. Les roues By, Ry, Ity de
centres (3, Oy, O, ont au contraire des rayons respecti-

vement égaux i

Il en résulte que si le cercle moteur tourne autour de 0,
d'un angle z, les roues Ry, Ry, B, tourneront autour de
leurs centres d'angles respectivement éganx &

LT T S

D'aprés ce qui a déja éré di, Pappareil est construit de

telle sorte que, si angle = du bras moteur avec I'axe des

Fig. i1,
vLﬂl
SV
S o m e _'{TF_ -
Py ?;'\\}( r "I -
e, L/
;.fE;H‘

est nul, "axe de la roulette intégrante de la roune K, est
paralléle i rax’, tandis que les axes des roulettes de R,
et By lui sont perpendiculaires.

e M, -
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Elles tonrneront alors dlangles vy, wy. 0, tels que

“ = .

Fly == f sin| — — '13:] efr,
4 '..'

Sty = f{ sin b el

2t =',( sil [f:i - i'l.} ol

Le hras motenr porte, comme dans Uintégrometre pre-

cident. trois tracoirs, et les formules i employer survanl
les cas sont indiguiées ponr chague appaveil.

La vone Ry ne forme pas un cercle complet. On ne
conserve gque la portion de circonlérence nécessaire pour
gque la roue reste en prise avee la rone molrice, uanid le
Liras moteur a atteint <on déplacement latdeal maximum
adenite on i ganche de er’. Knodésignant par @ ce dépla-
cement tolal, L Fpnﬂi:rn de crrconfirence conscrvie e
dont dome .;~||1-|-4_~-;-|1r_'mr|ru aoun '.m'r:h: an centre |:";;|."rl‘.mt‘.‘r1[

sl ]]Il‘l'ii_"ll IR N

Intégrométres de Helle-Shaw.
APFPARELIL DE LA MAI=0N ORI

La maison Coradi o constrait un intégromitre i an
professeur Helle-Shaw de Liverpool, dans lequel les vou-
lettes intégrantes ne reposent plus divectement sur
feuille du dessin, mais sont entrainées par la rotation de
sphires avee lesquelles elles sont constamment en contact.

Considérons ( fig. 637 une sphéve S, qui, dans nn mou-
vement de translation suivant ra' lourne en méme lemps

autour de son diamitee horvizontal o« |1|:'rpr~miil'u|airv
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azx’ d'un angle & proportionnel i . el une rounlette
intégrante L mobile autour du centre ()] située dans un
plan méridien et dont le point de contact soit sur un zraml
cercle horizontal.

Unand la bll}lll.:l't' aura Lournd de A antonr de son dia-
Fig, 65

|
i

e N
Fr AR
@ \r
metee o o, Lo voulette aura touens autour de son axe e’

de e, tel i .
o oefm = st sina W,

el, commme (W est proportionnel & e,
e = e sinzl dle = K sinax ol

5|!|:|:{:i|||1:‘. que celle roulette soit soliduive d'un Liras
moteur paralléle i son axe ee’ et mohile antoure du point ),

Si, avee un tracoir fixé & ce beas, on sait le contour  une

astrer la valenr

courhe fermite, Lo ronlette permettva J enrey

[ =iz e,

de Uintégrale

el par sutte on poneea évaluer e A de la courhe.

IJ"rlE'IJ.'I-Ell‘Eill 5l i.“.'il:lllﬂ-lli pour donner Vaire, le moment
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statique et le moment d’inertie d'une courbe par rapport
a un axe. Il comporte done trois systémes intégraleurs a
sphéres ( fig. 66). Ces derniers sonl constitués par trois
cadres entourant leur sphére respective et mobiles autour
d'un axe vertical passant par l'axe de la sphére. Chacun

d’eux est muni d'une roulette intégrante et d'une roune-

e, G

comptenr, L'axe du milien O, est en méme temps l'axe de
rotation du bras moteur qui est vissé sur la plaque de base
du systéme intégratenr 3. Chaque cadre porte i sa partie
supérieure une roue dentée; la roue du milien engréne
avec les deux autres, el leurs rayons sont respectivement

éganx i

Tout Pensemble est placé sur un chatiot formé d'un
cadre (0 reposant sur un axe muni de deux roulesux
R,, K:. Cet axe porle en outre trois ronleaux de diamétre
moindre, ry, ra, r; entrainant la rotation des sphéres autour
de leur diamétre horizontal o ',

Si l'on déplace le chariot parallélement a laxe des , les
trois sphéres tournent antour de o d' d’angles égaux, pro-

portionnels & er. En suivant alors avec le tragoir du bras
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moleur le contour d'une courbe fermdée, le cadre 'du sys-

i

Fig. 62

téime intégrateur S, tourne autour de O,, pendant que les
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cadres de S, et de 55 tonrnent autour de by et de Oy
d'angles respectivement doubles et triples de celui dont
a tonrne 3.

lLes roulettes intégrantes, entraindes dans ces monve-

ments, enregistreront done les intégrales

frin: elr,

{;in T *xm) e,
" A 2

f.-iiu. Gz,

Comme dans les intégromitres d"Amsler, Faxe de la
roulelte des moments esl |m|-|mm|i1:uinire a Vaxe des
quand le bras moteur est paralléle @ ce dernier. Les rou-
lettes des systémes S, et 5, ont alors lears axes ¢galement
parvalliles & 22’

Les trois sphives sont des boules de verve d'un poli
mat, dont lexécution est aussi soignée que possible; elles
ranlent sur billes dans lears cadres, et les rouleans #o, e
r sur lesquels elles reposent sonl en celluloide,

Les roulettes ne se déplacant pas sur le plan lui-méme,
fes erreurs dues anx im’:;__;:ilih':s ol anx [!|l-: ilu ]1EL|'IIiE!'I‘ sonl
dliminées,

En outre les mouvements de glissement sont supprimes.,

AUTIHE APPAREIL DE HELLE-SHAW .

Helle-Shaw a donnd (autres appareils, en particulier
un intégrométre dans lequel le principe sphire el roulelte
est ulilisé de la fucon suivante :

Soient une sphive S { fig. 681 mobile antonr d'un de
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cos diametres hovizontanx o, ', et deuy voulettes A, B
avant leur |]Dill[ de contact sur un graml cerele horvizontal
e b sphére, et siludes dans des plans meridiens,

Ces deux roulettes, velides par un cadre qui maintient

Fig. (8,

lewrs plans rectangulaires, peuvent towrner autonr J'nn
axe vertical passant par le centre {).

Soient oY%, di, oy les :Iépl.‘lc:cnmnlﬂ angalaives e La
sphitve autonr de o' et des roulettes A et Bantonr de
fewrs axes. Ona

2ol = acosz el

dy = sinz i,

e

i an

L

= Langa,
La voulette B développe la longueur
% ’I‘11:mgz i,
e elle permet d'évaluer Nintégrale

,‘ tangs dr.

+
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Si donc un mécanisme est disposé de telle sorte quen
suivant le contour d'une courbe fermée, ordonnée soit
constamment pr‘:rpul'tiﬁnlm"(: dlanga tandis que la roulette
tourne d'une guantité proportionnelle d da, la rouleue B
par sa rolalion enregistrera une quantité proportionnelle
i laire de la courbe,

Pratiquement, dans 'appareil réalisé par Helle-Shaw,
le cadre des rounleties est fixe et ¢'est la sphére qui est
mobile antour de 'axe vertical passant par O il est évi-
dent gue les mouvements relatifs de la sphére et des
roulettes restent les mémes, et que tout ce qui a été dit
frré{'cdcmmcul. subsiste,

L'appareil, représenté schématiquement | fiz. 6y}, com-

]"ig. r..ll;_l.
v H =
.
ol
B ' 0
I Jﬂa
——f : <
] D oY .. S
s < :

prend un cylindre C mobile autour de son axe horizontal
L' et sur lequel estenvoulée la feuille de dessin, la direc-
tion des ordonnées élant paralléle i celle des génératrices.
La sphirve est maintenue entre quatre roulettes A, B,
A B, el son axe fd tourne dans les coussinets d'un

collier G molile autour de Naxe vertical passanl par 0 el
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porté par une piéce fixée au socle de appareil. Ce collier
est solidaire d'un bras D perpendiculaire & dd’ el s'enga-
geant dans un manchon i tourillons T qui se déplace le
long d'une tringle paralléle aux génératrices du evlindre,
quand le collier de la sphére tourne autour de 0,

Ce manchon porte un tracoir avec lequel on suil con-
stamment le point de la courbe passant sur la génératrice
supérienre du cylindre.

Si I'on désigne par 2 I'angle de d o', axe de rotation de
la sphére, avec la direction des généralrices du cylindre,
on voit que 'ordonnée y de la courbe est proportionnelle
i lang =x.

Si alors on fait tourner le eylindre autour de son axe,
la roulette A tourne d'un angle proportionnel & dz et
entraine la sphére qui 4 son tour produil la rotation de I
autour de son axe.

D’apris ce que nous savons, cette derniére envegistrera

ftHllf_.""I i,

Les lectures se font sur un cadran verlical ¥V devant

I'intégrale

lequel se déplace une aiguille H fixée sur le prolongement
de I'axe de la roulette B,

Si maintenant on dispose une seconde sphire dont 'axe
de rolation soit perpendiculaire i celui de la premiére, el
si cette sphére est entrainde par la roulette B comme la

premiére Pétait par A, une roulette B, perpendicnlaire a B

ftang‘ 2dr,

enregistrera l'intégrale
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puisqu’il sullit, pour avoir la votation de By, de maltiplier

celle de B

done de calealer le moment emtiquc de la surface par

ar tang 2, Cette derniére ronlette permetlra

rapport @ un axe paralléle & Faxe des x, puisgue tang 2
esl tonjonrs proporlionnel a y.

IVune facon géndérale, considérons g sphi-res disposées
de telle sorte qqu’une sphive de rang £ ait son ase de rota-
ten perpendiculaive & celu de la sphéve de vang £ —1;
la roulette-envegistrense de la sphéve f— 1, o est=i=dire
la &¥me pounlette, donnant intégrale
fﬂ tangt Vo el
la roulette-envegistrenr de la sphive & qui est par consé-
quent b (A 0 )" ronlette du svsteme, donnera Pinte-
crale

'rl.-m;;‘ % el

Loétant queleonque, Ta (g 4+ 0) ™ voulette, o dernicre
war consegquent, enresisirera 'intégrale
I B )

fl:mg-’*ﬁ i,

w

Pratigunement, Uintégromitre de Helle=Shaw est con-
strnit pour caleuler soit aive d'une surlace, soit aive, le
moment statigque el le woment d'inertie par rapport &
no aNe,

Liins ce dermier cas, les trois sphéres, mamtenues par
leurs roulettes, sonl montées sur un chariot qui peat se
mouvoir parallélement & Ow. Le collier de la premisre

sphive est solidaive d'one tige perpendiculuive i son axe
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e rotation et s'engageant, a son aulre extrémitd, dans un
manchon a tourillons portant on wacoiv gqui se déplace
parallilement i Oy,

La feuille de dessin étant étendue sur une surface plane,
on déplace Pappareil parallélement & Maxe des.r.en sui=

vant la courhbe avee le tracoir,

Intégromeétre Marcel Desprez.

Cet apparveil prisenie cetle particularite de navoir
qu une seule roulette qui ellectue successivement les daf-
férentes opérations 'intégration.

Dians son ensemble, il comporte un chariot se déplagant

parallélement @ une direction fixe, pendant ue le tragoir

Fig. 7o,

dun bras aruceuldé en un |:4|inr du chariot suit le contour

de la courbe.
le fm'tllt. darticulation déerivant une ligne roite, Uin-
tegrometre se ratlache done i la catégorie des appareils

hinétaires.



Rt CHAPITRE 7.

Le chariot repose sur deux roulettes i bords minces E, E/
pouvant rouler dans la rainure d'une régle métallique qu'on
dispose sur la feuille de dessin ( fig. s0). Il est solidaire d’un
biras B, perpendiculaire an chemin de roulement et portant
& son extrémité un axe vertical autour duquel tourne le
bras moteur. Ce bras D) porte le tragoir £ et se prolonge
an dela de O par une partie rectiligne & laquelle est fixé
un axe verlical @. La roulette intégrante est portée par
un étrier qui est mobile antonr de cet axe, et peut recevoir
par rapport au bras moteur diverses orientations de la
I‘;u’y_'lu Sl];\"'rlnli} :

L'axe d'articulation O du bras moteur porte trois roues

folles, qui peuvent étre rendues successivement solidaires

FPig. 71,

de la tige B par une goupille s'engageant dans un trou
prnliqm{: dans leur éphisseur et traversant une piéce soli-
daire de 'axe O dirigée suivant un rayon.

L'axe a porte Irois roues solidaires, de diamétres daf-
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férents, pouvanl engrener respectivement avec les trois

roues précédentes.

On a done un systéme planétaire (fig. 7).

Lorsque le bras moteur aura tourné de x, un point
queleconque de la roue satellite aura un déplacement angu-

laire f égal & 2 augmenteé de 3, tel que
Br=ah,
cetle derniére roue avant tournd sur elle-méme en ronlant
sur la circonférence de centre O,
Danc

R f B
'—. -_— —_—
b - x+1r -:t|"|+r)

Par suite 'étrier et Uaxe de la roulette ont tourné de la
o . R
méme quantité, Par conséquent si le rapport — est égal
successivement i 1, 2, 3, onaura
i ==, =3, h= 31,

et I'on pourra obtenir la valenr des intégrales

fl_ri rfﬂ"‘, f_;k’g a!l.i". f‘_}" e,

Dans Pappareil, le rappm't% prend les valeurs 1, 2, J
en partant du Lrain supérienr.

% aucune roue n'est immohihisée, un doigt fixé & la
roue inférieure du train central vient buter conlre un
arrél de la tige motrice. Llaxe de la roulette intégrante est
alors, par construction, paralléle & cette tige, et lappareil,
fonetionnant comme un planimétre linéaire, donne la

valeur des aires.
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Un rvessort spical, disposé an centre de Uéquipage
satellite, supprime les temps perdus dans les transmissions
il"engrenage.

Enfin lappareil repose sur la fewlle de dessin par une
roulette, placée sous le treain central, paralléle aux deux
roues 15, 1, et constituant avee elles le trotsicme ru}int
dappui du chariot. Un eontre-poids P équilibre Ten-

seimble autour de La ligne de ronlement,

CHAPITRE 111,
LES INTEGRAPHES,

Geéneralités.

s :|fnf-an;i|.-'. étudics précédemment donnent la valeor
soit de Paire, soit du moment statigne on d'inevtie d'une
surfuce comprise & intérienr d'un contowr fermé. Le
résultat =‘obtient par la connaissance de deux nombres
quon litau comptear de Fappareil, et one fois la lecture
faite, il ne reste plus trace de Voperation.

Si, apris avoir caleolé une aive e I3, on veut obtenr
Faire Ve Cor hmitée, par exemple, i Nordonnée Aa et i
[T lrl‘l:ll‘_rll[li?l‘ il'l_t"'l'l”"":lii:tirl' ‘.1.-‘" 1'"!]1]‘}!‘1"5& El]ll't: h".,"_i f)l'[!l”]—
nées extrémes, on est obligdé d'effeciuer une nomvelle
mesore, oLl foadea, en général, recommencer lopdration
autant de fois qu'on voudra déterminer de valenrs difleé-

ventes pour les {1:|.‘|1|Ii[:"s en question.
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les ian':L"raphL‘:i ont pour but de mesurer I"aire 'une
courhe et de tracer une courbe représentative de la varia-
tion de cette aire. Cette courbe est la conrbe intégrale de
la courbe donnde. Ces appareils permettent done de voir
rapidement comment varvient les quantités quion cévalue,
el, nne fois opération terminée, de relever une mesure

en un poinl qlm-lsmmlue de la courbe tracee.

Les intégraphes peavent done étre considérés comme
clant des appareils enregistrenrs. s onl par rapport anx
inlfr;_;t'mu:'-lt'r_sJ'iu:t[}m'linienl,d'r"trcq-u;_-,t'-mE:'.'iI|m:|i|:|:-iprf.-1.'i~.a,
car le trail peul présenter des iredgularités eta LenLjours
une dpaisseur qui laisse une certaine indéeision dans ap-

préciation des longueurs & relever.

LEs CFUREE=S IN']'I-.HiII..I.l.E:"-

Nouas rappelons iei quelgues-unes des principales pro-
prietés des courbes intégrales, dont Femploi permet de
résondre rapidement de nombreux problémes on inte-
gration graphique peut étre avanlageusement substitnée

aux méthodes ordires du calenl diveet ().

(00 1 me news estopas pessible, sans soctie du cadree de cet oaveage.
dérmwdive les ras 1i:|l.1||:ij_|||_-_< ol la conrbe illli.",gfi.lh!! oL opar swile les bnté-
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Courbes différentielles et courbes intégrales.

Soit ABC (fiz. =3) une courbe donnée dont I'équation
est supposée résolue par rapporta p

¥ = flz)

On sait que Uaire @A Bb comprise entre la courbe, 'axe
des # et les deux ordonnées d’abscisses a el b, a pour
expression

|Il'
A= [ fla)ds.
R

Construisons alors une courbe en portant, & partir
d'une droite quelconque paralléle & Oz, et sur chaque
ordonnée de la courhe ABC, des longueurs proportion-
nelles a 'aive limitée a cette ordonnée, telles que

KY = {M;j'"(.r] i,

On a une courbe A'B'CY qui est la courbe intégrale
directe du premier ordre de la courbe donnée.

Aun lieu de considérer aire cmnprisc entre la courbe et

graphes, trouvent leor application. La brochure déja citée d'Abdank-
Abakanowies en contient plusicurs exemples. Nous citerans en parti-
culier ; 'étude de nombrenx problemes de résistance des matérianx
et la théorie des vodles, la résclution des dqualiens numériques de
degré quelcongue, la détermination de la vésistance des traing a Vaide
du pendule d'inertic de M, Desdeuits, étude des prablémes de dépla-
cement et de stabilité, en architecture navale. Ouo pourra consulter
ézalement sur ce dernier sujet la Fhdorie du Vavire de MM, Pollard
et Dudebout, Tome I { Gavthier-Yillars, 1840) el une communication
faite par I.-G. Johnstone 4 la 45 session de 'Pustited of Vevel Archi-
tects., =1 mETs N7,
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l'axe des z, on peut considérer l'aire a'A B4, comprise
entre I'axe des y, la courbe et des droites paralleles a O,
[’expression de cette aire est

"
Ay= a dy,

o’

cl, ¢n COI]&[J’“II!ISEIII. une courbe HJ-":]I'I.I, memes Cll'l.'ll..'lnllllf{!.-i

Fig, 75,

que la courbe ABC et dont les abscisses sont respective-

¥
h\—-f  dy,
~

on a une deuxiéme courbe intégrale qui est I conrhe intd-

ment N, telles que

grale complémentaire du premier ordre de ABC.

Les courbes A'B'C, AL D, ont de méme chacune deux
courbes intégrales. Done en lout quatre courbes intdégrales
du deusiéme ordre pour la courbe donnée ABC.

On peut construire par les mémes procédés des courbes
inltigralcs du troisiéme et du quatridime ordre.

Les délimtions pr;'-c:;':{]ﬂnlfrs permeltent de metire en

oE M. H
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- . -y - r K
lumiire un certain nombre de propriétés des courbes inté-

grales, dont la démonsiration est immédiate.

I. L. ¢-or’|ffr':.'e';r;a.! i rnlaire en wun point de la conrbe
intégrale est proportionnel & Uordonnée correspon-
darnte de la courbe ARG,

En effet. soit

kY =.rf:a'} da — 1L

I'équation de la courbe intégrale,
Le eoefficient angulaire de la tangente en un point

sl

Y ) aY v
h5=_f|_rj=_;|1 - =R

De méme, il est évident gue le coeflicient angulaire en
un point de intégrale complémentaire est proportionnel
a l'abscisse de la courbe donnée.

Il résulte de cette premidre proposition que si, pour
chague point B de la courbe donnée, on porte & partic da
pied & de Vordonnée, suivant axe des o et dans le sens
négatif, une longuenr = k, la droite 2B est paralléle & la
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tangente au point B3, correspondant de la courbe intégrale
divecte ( fig. <5,

Clest cette propricté de la drotte a BB, appelée directrice,

Fie. =3.

Vi

'

[ 8 .
HL-—'

que nons lrouverons utilisée dans la construction des
intégraphes,

Lmurko a également indigqué un procédé rapide pour
la construction de la courbe intégrale en la considérant
comme enveloppe des droites telles que a, B, (1),

1. L courde tntégrale divecte du premicr ordre
d'une droite parallile ¢ Ox est wne drofte fnelinée
peassant par origine.

En ellet, soit 1y = a I"équation de cette droite ; celle de

HEE - .1 T i =
la courbe intégrale est
Y = fﬁr’fﬂ'.‘ —ar -,
.

(') ABDANE-ABARANGWICK, Les fwdvaraplies ef da courbe inidgrale,
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[.a constante ¢ est nulle, car pour ¥=uo, Y=o, done

Y=a=r

. La conrbe intégrale du premier ordre o unc
drotie inclinde passant par Uorigine est une parabole
du second degré, avant pour axe, axe des y.

Soit en eflet y = a r. I'équabion de celle droite: celle

dee la courbe intégrale sera
v ™ 1
Y= /.?’n’z‘ = ,‘ arde = -axrt+ G,
*
. .

{5 est nul, done

Y= -t
2
co gui démontre la proposition,
Ide méme, la courbe intégrale de la parabole pn}céilnnle

i, =4,

I

|

[

et une eourhe du troisiéme degré passant par Porigine
oi elle présente un pn:it:t dinllexion el a pour langente

axeales x, ete.

IN. Sida courbe donnée présente des points & lan-



LES INTEGRAPHES. 117
zente horisontale, les points correspondants de la
courbe intégrale sont des points d’inflexion.

En effet, P'équation de la courbe intégrale étant
Y= f__}-'r!.r—n—l.',

si ces points ne sont pas des points singuliers, on a

d?Y e:'__r

—— =,
edxt dr

oe qui démontre la propqaitinn .

On voit également que sila courbe ABC coupe axe
des r en des points A, b, ¢, les points correspondants de
la courbe intégrale ont lenr tangente horizontale ( fig, 77 )

FFig. 77.
u
A
e : ' <
O S S S S
: _B I
I ¥ B Ll 1
| I ' !
1 ]
| : i
e _/ \b i x
“A B ;

Fn effet, le coefficient angulaire de la tangente en ces

oints esl
P AY

dr =+ 7
V. S la courbe donnée a une tangente paralléle
a Oy, Uintégrale présente aw point correspondant un

potnt de reliroussement.
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En ellet, dans le voisinage du point M" la courbe inti-
crale aura deux branches aboutissant en ce point; elles
auront évidemment méme tangente M'T" puisque le coel-

ficient angulaire est égal & lordonnde de M.

Fig. -4
"
w7
:
~ |
/-' I
M

a0

Si.an lien davoir une tangente paralléle a Oy, Ta courbe

comprend une portion de droite MM, la courbe inlé-

.
Fig, =i,

grale u deux hranches abontissant en M’ ||u': sl un pﬁiﬂt
angulenx.
La dillérence des coefficients angulaires des tangentes

est égale & MM,
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On voit également qu'a un changement hrusque dans
Uinclinaison de la courbe donnée correspond pour Uinté-

grale une va viation brusqgue de la courbure,

IXTERPRETATION GEOMETHIQUE DES COURBES INTEGRALES.
MOMENT STATIOUE KT CEXTRE DE GRAVITE.

Le moment statique de Vaive de la courbe A BC par
rapport i un axe KK parallele & Oy et d’abiseisse a, est
égal @ laire de la courbe intégrale du premier ordre
Hmitée @ cet axe, ou a ordonnée corvespondante de la
courbe ntégrale seconde { fig. 8o).

En effet, soit ¥z un élément de l'aire ABC; son
moment par rapport kK est

{ :r—r'-y:f.l'
et e moment tolal
’{ilqu — |y e,

Or yelr, étant un élément de Faire ABG, est représente
par un élément oy de Nordonnde C' ¢ de la conrbe inté-
crale; cet élément multiplié par fa — 2} sera done un
clément de aive VBC'C e o courbe intégrale.

L nt:"grn!q_-

-

J‘ e — e = 'I"‘lrr—rw{rl

e=l done égale i Paire A'B GG

Tracons maintenant la courhe intégrale seconde A"B"C
['ordonnée C'CY représente laire A'B'C/CL, e'est=i-dire
le moment de aire ABCC, par rapport & KR'.

Oun démontrerait de méme que le moment de ABCC, par
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rapport a MM’ est représenté par 'aire A C'B'A", ou par
l'abseisse correspondante de la courbe intégrale complé-
mentaire de A'B'C,

Fig. o,

Par rapport & un axe tel que HH', le moment de ABCC,
aura pour expression
f[iu —xi-+dyde= [f-cr—;t:}_y-d.ﬂf-l—--!fydm,
c'est-a-dire
aive AT O < aire O AR, O

ou encore I'ordonnée &) &' prolongée jusqu’a sa rencontre

avee latangente en G 4 la courbe intégrale seconde.
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Enfin pour un axe quelcongue LI, le moment de Faire
ABCC, est égal & la somme algébrique des aires hachu-
rées comprises entre la courbe A'B'C/, Taxe LL' et les
deux droites V'C), A’ (. Si cette somme est nulle le
centre de gravité de 'aire ABCC, est situé sur LI

11 est facile de voir que cel axe passe alors par le point ¢
o1 la tangente en €' i la courbe intégrale scconde ren-
contre la droite A" G,

Fn effet, soit GG’ la nouvelle position de LI e est
I'intégrale de la droite A| C'; par conséquent C' () repré-
sente l'aire du rectangle g, C'C) .. Or, WG] représen-

lant aussi I'aire AR [—,"1 011 i
aire du rectangle 4 G0 g, = aire AHC L
et, comme elles comportent une partie commune,
aire A w gy = aive Gg)

Cette propriété des courbesintégrales du premier el du
denxieme ordre permet de déterminer facilement la posi-
tion du centre de gravité d'une aire plane quelconque

WiEXT W INERTIE.

Proposons-nons d’oblenir graphiquement le moment
d'inertie de Uaire ABCC,, parrapporta 'axe KR'{ fig. 81].
Le moment dinertie d'un élément ¥ e de cette surlace
esl
fa — x 12y dr,

et pour toute la sorface son cuprrsﬁinn est donnée par

f(a—x}!ydx.

l’intégrﬂc
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Tragons les courbes intégrales du premier et du
dewnxiéme ordre de la conrbe ARC,
L'ardonnée GG représentant Vaire de la courbe A" (Y,

L'lmqui’ elément oy, représentera un élément de cette aire

i %,

c'est=i-dive un élément du moment statique; en le mul-
tiphant par (¢ —x), on aura un élément du moment
d'inertic. Pour avoir Iabscizsse correspondant i cet élé-
ment, menons des exteémités de dry deux langentes &
la courbe A" C7 ¢ en tracant les verticales passant par les
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l:nims de contact, on a élément cnrl‘espuudant yla
le (e0 — a1 de cet élément est la distance du pomnt m de
rencontree des tangentes a laxe kb

Ov laive du triangle de sommet m el avant pour base
dry est

_:--'u w iy, = _:-:H—J'J‘-_y'rf.r.
¢'est-fi-dire veprésente la moiti du moment inertie de
I'élément » oz par rapport a Faxe KK

Laire totale A" GG représente done T moilic o
moment dinertie de la surface A GG,

[be méme A1 représente laire ACE, eest-i-dive le
moment statique de VGG, par rapport a MM et Paire
VL ta moitié du omement dlinertie par rapport au
meme axe.

Enfin le moment d'inertie de la surface A BCG, par
rapport i un axe tel que L L' est veprésenté par dens fons
la somme des aires A" ab et ac O, et par rapport 4 nn axe
HH' en dehors de la fignre, pardeux fois Paire A"CUATC

Si maintenant on veut obtenir les moments Finertie
sous forme de longueur, il fant avorr recours aux courbes
intégrales du troisicme ordre.

[.a eourbe intéorale de A7 G est une courbe telle que
A, et lacourbe intégrale Jde €7 T une para hole tangente
en C" 4 A" C7 et avant son sommet sor la verticale du
point 7, intersection des droites A" C7 et C1

Le moment dinertie de la surface A CG, par rapport
i KR est veprésentd par Nordonnde C" O], et par rap-
port LL" par la partie de cet axe comprise entre I

droite A" C] et la conrbe ATCT
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CAS DES COURBES FERMERZ.

S1la surface, oo lien d'étre limitée & une vrdonnde, est
comprise a Uintérieur d'un contour fermé ABCD, il sultit
de la considérer comme la dillférence des denx sorfaces
OABCE et OADCE.

0

Soitalors la surface ABCD { fig. 83). Tracons les courbes
intégrales des deux Lrongons ABCet CDA. L'ovdonnée (:rﬂl
représente "aire du contonr ABCD, et Faive A'B'CTCI IV A
son moment slatique par rapport d EE'

Poar avoir le moment par vapport & 00, il soflit de
tracer, a partic de ', la courbe mntégrale C'AL de la
partie CDA. Laire A C'IVA' représente le moment par
rapport & 00" de l'aire du contour ABCD.

Pour avoir les moments d'inertie, tracons les courbes
intégrales du denxidme ordre.

Laire do contour AC'C) représente la noitié da
mowenl dineriie de la sueface ABCD par rapport i LLE',
et Iaire A"CYAY Lo moitd o moment d'inertie par rap-
port & 00"

Si l'on trace les courhies intégrales du troisiéme ordre,
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on a les moments d’inertie sous forme d'une longnenr;
ainsi le moment d'inertie de la surface ABCD, par vap-
port o EE', est représenté par le double de la lon-
guear C"C) el par rapport & Q07 par le double de Ta
longuenr .jkm:"t‘:.

I, ®5

D'une facon géndrale, sil'on considére un axe quel-
conque HH', Paire ABCD est représentée par le seg-
ment il le momend :italiqm} [rar rapport @ ocel oaxe,

par la somme des aives A'eb ot acC, ou par le segment
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a' 'y enling le moment d'inerlic par rapport an méme
axe est représenté pare le double de Paive B'A"c'Ca't,
ou par le double du segment "0,

Laire /A" Cla' b, et par suite le moment linertie,
=l ]I]i'li”llrlﬂ Illlallr_l HIIJ ".".lf'”r. I'.Il:‘.i,;'LIF'H:l‘ J.ill I'l‘.l."-\li!'-ll” G"j‘u
¢'est-ii=dire, daprés ce que nows savons, quaml cet axe
passe par le centre de gravité de la surlace VG D,

En eflet, Vaire en guestion se viduit alors i celle de la
partie. A"C%m, la surface des triangles mintilignes tels
que a'b sannulant pour cetle position |:ﬂrli|-.u|'n'-|1=._

Si.oan lien d'une surface continue, on a alluire & des
ordonndes isolées, on apphgue les mémes méthodes que
priécédemment.

Soient alors les ordovnuades Aa, B, Car, par i.:.u:]llph:.
La gourbe mtégrale du premier ordre est un |m|}'g-:||u
(oa AB'CCK) dont les edtés sont allernativement
paralléles anx axes de coordonnées ( fig. 841,

l.e moment stalique par vapport & Faxe vertical KR esi
égal a Paire a AV B C'CK'K, et, par vapport i od, il
est égal i laive o ALB U C o o,

Tracons la courbe ntégrale du deaxiéme ordre; elle
esl constituée par une suile de droites inelinées a5+ 11
Le segment HR représente le moment statique par raj-
portd KR ¢t aH' le moment par rapport i Naxe o

o tracant la courbe intégrale du troisiéme ovdre 'L
an ohitient les moments d'1nertie.

L'ordonnée PPl représente L moitié du moment dinertie
T rapport a kR

Eulin, par vapport i un axe tel que MM, le moment

inertie est repriésente par dens fois Vawe mwooa 3' Hi.,
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ou par le double du segment pp’ compris entre la ligone I'1”

el la parabole 1, gni est la conrbe intégrale de la
droite HI.

Fig. Hy.

Intégraphes.

Lidée premiére des inlégraphes est due Cortolis, 1|||i
en a exposé le principe, on 1836, dans le Jorrnal ofe
Liowville.

Le projet de Coriolis ¥ est présenté de la facon sui-

vanle :
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« Si I'on congoit qu'un fil tendu s'enronle sur un
cylindre et que le frottement soit assez forl pour empe-
cher ce fil de glisser le long de la surface contre laquelle
il est enroulé, la courbe formée par le fil sur la surface
du cylindre, développée ensuile sur un plan, jouira de la
propri¢té que la divection de la tangente sera toujours
celle de la partie du fil, tendue en ligne droite avant
gqu'elle s'enroule. .

» Si donc on peut donner au fil dans cetle partie une
divection qui résulte de D'équation diférentielle d’une
courhbe, celle-ci se trouvera tracée sur le evlindre en pre-
nant pour abscisses les angles compris sur la base du
cylindre.

» Cette considération conduit & un ivacé assez simple
de plusieurs courbes.

» On voit de suite que 'exponentielle, dont 'équation
esl

dy ¥ el

_ = LENL Y o—_ =T,

dar  w < ody

peut se déerive en enroulant sur un eylindre un lil tendu
(ui passe loujours par un point fixe. Ce point doit e i
la distance a de la génératrice du cxlindre, qui se trouve
dans le plan tangent mené par ce poinl.

v o avat I'r_'w:||:'r1liu|: dillérentielle

ay

==Y Kk
1 .
o, I |J|_'|.-1.'J|1T. j‘_"rjl =5
. i )
y F_'.' =T h
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on trouverait encore assez facilement la courbe qui répond
i cette équation au moyen du reliel de la courbe domt
l'ordonnée est o ().

o Pour cela, il suffirait d’avoir une rigle AMX, dont
un coté AX serait droit et lautre AM formerait la courbe
dont I'ordonnée serait z(a)—r, r éant le rayon du
L'}'lii'll:!l'c..

v Ensuite, on ferait tonrner le eylindre en appliquant
contre sa base la rvégle AX. Si le fil qui s'envoule reste

dans le plan vertical MN, ce qui est facile & obtemr cn

Fig, 87,
M
7~ ™
Al _X
o

Pappliquant contre un plan fixe et quiil passe aussi sur la
courbe AM en M, il est clair qu'il formera sur le cylindre
une courbe telle qu'en se déroulant sur le plan, elle
sabisfait & I'équation différentielle ci-dessus, puisque la
sons-tangente serait fgale A z(x), & ént l'abscisse
mesurée sur la base eirculaire du eylindre (). »

Les principes qui ont ¢té utilisés dans la construction
des intégraphes sont une application directe des considé-

rations exposcées par Coriolis,

('} AnpaxE-ADAKAROWICE. Les dntégraphes ef la courbe integrale.

e M. b
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Supposons en effet { fiz. 86) une roulette R, a bords
minces, appliquée sur la surlace du eylindre au point ou le
fil tendu s'en détache, et de 1elle sorte que son plan soil
normal au plan tangent au cylindre en ce point. Si l'in-
tersection de ces deux plans coineide avee la direction
du fil, c’est-a-dire si le plan de la roulette lui est cons-
tamment paralléle, celle-ci, dans le mouvement de rota-
tion du c.}'iindrc, enveloppera sur sa surface la méme
courbe C que celle préeédemment définie. 1l suffit done,
4 I'aide d'un mécanisme approprié, de donner a lu roun-
lette une orientation convenable, résultant de I'équation
différentielle de la courbe,

Si le cylindre est remplacé par wn plan, la courbe G
devient I'enveloppe des traces du plan de la roulette sur

Fig. B6.

ce plan, la direction de celte derniére élant Lloujours
déterminée par |'équation différentielle de la courbe.

Au lien de considérer la courbe intégrale comme le
lieu des points de contact d’une roulette sur la surface
d’'un cylindre ou d'un plan, on peut chercher & la con-



LES INTEGRAPHES, 131

struire directement, en disposant un mécanisme i Uaide
duquel un style trace une courbe dont les ordonnées
soient @ chaque instant égales ou proportionnelles &

flydx. Il suffit pour cela gue le style se déplace d'une

quantité proportionnelle & l'angle dont a tourné la rou-
lette intégrante d'un planimétre de Wetli, par exemple.

Clest d'aprés ce principe que Zmurko a construil son
intégraphe, vers 1861,

INTEGRAPIE DE ZMURKO (1),

Cet appareil est disposé de la facon suivante :

Le long d'une régle AA', placée parallélement & 'axe
des z, se meut un disque P horizontal, mobile antour de
I'axe vertical passant par son centre.

Fig, &7,

Ce mouvement est commandé par un f_.'[i#.rE:L £ solidaire
du diﬁque et roulant contre la régle.

(') Décrit en (BHg, dans le « Cosmas w.
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Deux tiges T, T7, paralléles a I'axe des y, sontsitudes de
part et d’autre du disque et portent chacune un tracoir,
I'un servant a suivee le contour de la courbe donnée,
I'autre devant tracer sa courbe intégrale,

La tige T porte un fil tendu, enrould sur nne lmulic 7
solidaire elle-méme d'une seconde poulie p.

Une tige HH, paralléle i x2', est fixée a ses deux
exirémités dans des paliers supports EE" et peat rECeyVHE
un mounvement de translation suivanl sa direction, par
Pintermédiaire d'un Gl tendu s'enroulant sur p. Les
bouts de ce fil sont fixés anx paliers EE

Cetle lige porte la roulette intégrante R reposant sur le
platean et peul ainsi tourner aulour de son axe; elle
passe en outre sur des galets dans un fourrean I, soli-
daire d'une poulie p", autour de laquelle est enroulé un
fil tendn dont les extrémités sont fixées a la tige T'.

Dans son mouvement de translation parallélement a .,
la tige HII" peut passer librement duns le fourrean, mais
si elle tourne autour de son axe, elle entraine la rotation
de ce dernier et, par suite, celle de la poulie p'. La
tige 1" se déplace alors parallélement & 3.

Le mouvement ¢lémentaire du tracoir Fopeot éwe
ramené & deux déplacements élémentaires dx et oy ; de
méme celui de F' peutl étre ramené au méme déplace-
ment da et & un antre 4Y,

Calculons la valeur de ce dernier.

Donnons i Fle déplacement dy; la poulie p's derayon 1,

tourne de dy, tel que

_— o dr
dy = ' ds o dz = —==-
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La poulie p, de rayon », ayant tourné du méme angle,

imprime a la lig-c HH' un mouvement dl paralléle i '
daont Ia valeur est

dl = rds.

{1} af = %ﬂ'l/

La distance de la roulette B an centre du disque a done
varié de cette méme quantité,

Imprimons maintenant & F un mouvement parallele
a xx'; pour cela, déplagons tout Fappareil de dir.

Le galet &, de vayon a, tonrne de 4, tel que

o
o

.

e -

Le platean ', ayant tourné du méme angle, eniraine la
roulette qui développe alors la quantité
::ael'm = [,
5 il = EE-
! it
La tige HH' et la poulie p" tournent du méme angle :
soit " le ravon de cette dermiére, La longueunr de Dare
développé suivant la circonférence d'enroulement du fil
veprésente évidemment le déplacement du tragoir I,

elest-d-dive /Y.

e, on a
e dr
o = — —
o
.
d'on

-

Y = e
it
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De I'équation (1), on tire

f==r

r

la constante étant nulle, si 'on admet que la rouletle est
aun centre du platean quand 3 = o.
On a alors

dY = ﬁ'—aydx,

Y= Kf‘yrfz'—. K.

Le style F' wrace done bien la courbe intégrale de la

d*on finalement

courbe donnée,

INTEGRAPHE DE BOVS.

La partie essenticlle de cet appareil est une ronlette
dont le plan reste constamment paralléle aux dirvectrices
de la courbe donnée. Clest une application directe du
principe énoneé dans 'étnde des courbes intégrales (pro-
priété de la divectriee).

Il comporte une planchette P, qui peul se déplacer
parallélement i 'axe des z le long d'une régle AA". Celle
planchette est munic d'une fente paralléle & Oy dans
laguelle glisse un tracoir avec lequel on suit le conlour
de la courbe; afin de le faire plus commodément, la fente
est formée par la juxtaposition de deux lames de verrve.

L'axe du tracoir sert en méme temps d'axe d'articula-

tion & deux tiges T, T".
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L'une, T, passe dans vun fourreaun articulé I'; 'auire
coulisse également dans un fourreau F', lixé sous nne
poulie p qui commande le mouvement de la roulette R.

Cette dernitre est fixde 4 un chariot qui peut coulisser
dans une rainure r7' paralléle 4 Oy, et son orientation a

Ar

1=

lien par Uintermédiaive de trois poulies p, p', ¢" de
méme diamétre, aulour desquelles sont enroulés deux
fils tendus.

Si l'axe de la poulie g est sur l'axe des x, et "ordonnée
de la courbe construile & une échelle telle que la distance
du point F' & I'axe de la fente soit prise pour unité, I'in-
o1

clinaison de la tige T' sera constamment égale & -

suffit alors que la roulette soit parallele & T" pour que la
trace de son plan sur la feuille du dessin enveloppe la

courbe intégrale C'.
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INTEGRAPHES IV ABDANK-ABAEANOWICE,

Abdank a ¢tudié spécialement la construction des inté-
graphes et a imaginé de nombreux dispositifs pour la
réalisation de ces appareils,

Comme dans la plupart des intégrateurs, la partic essen-
tielle est une roulette qui sappuie sur une surface el peut
rouler librement sans glissement en suivanl toujours la
direction de son plan. La condition i laquelle est assujeltie
cetle roulette est davoir son plan constamment paralléle
aux directrices de la courbe. Les mécanismes imaginés
dans ce but penvent donner liew & de nombrenses combi=
NAlS0nS.

Dans les premiers appareils d'Abdank, la rouleue
appuyail fortement sur la génératrice supérieure dun
eylindre € sans pouvoir se déplacer le long de cette géné-
ratrice: elle élait fixdée dans un éwier E, solidaire d'un
liras dont lextrémité F portait un tracoir desting i suivre
le contour de la conrbe donnée; ce tracoir était fixé & un
double fourreau avticulé pouvant glisser 4 la fois surle
iras et sur une lige G paralléle & Oy,

I'ensemble (eylindre C et tige G) élail monté sur une
planchetie mobile, glissant pavallelement & Paxe des le
long d'une seconde planchette fixe disposée sur la feuille
de dessin, Dans ce mouvement, le eylindre tournait antour
de son axe, le long duguel il se déplagait sous Paction de
la roulette, '

La rotation du evlindre était produite & l'aide d'une
poulie calée sur son axe antour de laguelle senroulail un

fil tendu entre deux supports de la [ﬂunu}mtm fixe.



LES INTEGHAFHES, 13z

11 est facile de voir que le déplacement du cylindre sui-
vant son axe représente la variation de l'ordonnée de la

conrbe intdgralt‘,
Fix, 8y,

|H G
| F
{ 1 i
A —
c
1 |
|I|-. [

Sait os le dévclﬁppement de la roulette
e = E] s,

La quantité dont se déplace le eylindre parallélement

i Oy est
ol = ofssinz,

el il a en méme temps Lourné de o'z, tel que

rdy = d cos.

e
" tf_"l = K d=x.
Done
ﬂlﬂj = langx = —EI—-
o5 cos = K el

dlf = k tang z d'r.
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En prenant pour axe des x la projection de la droite
perpendiculaire 4 (& passant par le point antour duquel
pivote Uétrier K, on a

¥ ="Hfangs,
d’of finalement
[
ol = 3 ¥ dx.

Dans ces appareils, un chariot H, entrainé par une
poulie s’engageant dans une gorge gg taillée suivant une
circonférence du cylindre, se déplagait parallélement
4 Oy. Un tracoir, fixé a ce chariot, déecrivait la courbe
intégrale.

Fig. gn,

On voit que 'ensemble, eylindre et roulette, se com-
porte comme un systéme de vis & pas variable dans
lequel la vis, c'est-d-dire le cylindre, se déplacerait sui-

| : ] '

vant son axe, tandis que U'écrou, figuré par la roulelte,
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serait fixe. Les filets de la vis seraient constamment paral-
leles aux directrices.

On peutl aussi concevoir un appareil dans lequel le
cylindre ne se meut pas parallélement 4 y)” et regoil seu-

Fig. 4.

A

lement un mouvement Jde rolation autonr de son axe. La
ronlelle entrainée dans ce monvement se meut alors sur
la génératrice supérienre du cylindre, pendant que son
plan reste paralléle aux directrices.

On a la disposition schématique de la figure go.

Parmi les systemes destinés a assurer Uorientation de la
roulette, nous citerons les deux suivants gqui onl é1é
appliqués dans la construction des appareils étudiés par
Abdank, en collaboration avee M. Napoli, ingénieur an
chemin de fer de I'Est,

La premiére solution consiste & employer un parallélo-
gramme arlicalé ABCD { fig. g1} dont un cdté est fixe,
tandis que la branche AD est constamment paralléle aux
divectrices.
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Un chariot, formé également «un parallélogramme
articulé a'b'e’'d’, se déplace a 'aide de galets roulant
dans des rainures creusées sur les branches AB, CD. La
roulelte est fixée dans un étrier solidaire de la lige &'¢’ et
un crayon placeé en F trace la courbe intégrale.

Daws la seconde solution (fiz. g2), Vorvientation de la

roulette a lien a Paide d'on double jeu de roves dangle
dgales J,V, dont l'un J' peut se déplacer le long de laxe
commun des roues R, R

Dans cette translation, la rone ' peut tonjours éwre
entrainée par arbre AAY, & I'aide d'un long clavetage
par exemple; elle tonrne done du méme angle que la
roue R, et, par suite, le mouvement angulaive de M sera

le méme que celut de M. 1l s’ensuit que la roulette L,
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fixée i la roue M', sera paralléle & la directrice 1) coulis-
sant dans un fourreau F solidaire de M, si le parallélisme

a L assurd une fols pour toutes.,

INTEGRAPHES ABIANK-NAPDLI.

Premier modéde, — Dans un prf‘.m'lf‘.!' intégraphe con-
struit par Abdank et Napoli, les deux courbes étarent
tracées sur un cylindree; ¢'était une réalisation de la dispo-
sition schématique indiguée par la figure g3.

Lappareil avait été spécialement glabli dans le bt
d'obtenir des courbes continues sur une bande de papier
se déronlant sur un tambour cylindrique ; orientation de
la roulette {tait assurée i l'nide d'une Liaison & pavallélo-

gramme arliculé.

Tntégraphe Abdank-Napoli & rouwes d'angle (V). —
L'appareil en question a é1¢ constrait en vue d’obtenir
les courbes sur une méme surface plane.

Il est disposé de la fagon suivante { fig. g4 :

Un chariot, dont la grande dimension est paralléle
i vy', se déplace dans la direction de Paxe des z, 4 Faide
de denx roues d bords minces roulant dans la ranure
id'une régle paralléle i cet axe. Le troisiéme point d'appui
de I'ensembile est constitué par la roulette.

Cette derniére est fixée dans un érier solidaire de la
roue dentée M', portée par un second chariot G qui peut

glisser dans la direction 3" le long des tiges F, I, La

(') Cet apparcil figure dans la collection du Conservatoive des Aris

et Métiers,
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roue dentée B est solidaire d'un fourrean € pouvant
tourner .dans deux paliers K, K’ fixés au chariol, et
I'ensemble, guidé par des galets, est mobile le long de

l'arbre cannelé AAS

Cet arbre, sur lequel est calée la roue R, communique
donc 4 la roulette les mouvements de la divectrice L1
celle-ci coulisse entre des galets de facon & passer lon-
jours par le centre de la roue M, et est articulée en E &
une piéce H guidée dans la direction de I'axe des y par la
tige TT". Cette picce porte le tragoir D' desting & suivre
le contonr de la courbe donnée; celui-ci est fixe i un cou-
lissean P qu'on peut déplacer le long de I1 et assujetti
4 l'aide d'une vis V. Ce n'est donc pas, en réalité, la
tige LI qui est la directrice, mais bien une droite paral-
lele passant par le point D', 1l s'ensuit gque Paxe des &,
au lieu de passer par le centre de la roue M, est déplacé
d'une hauteur égale & DI,
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Le tire-ligne, qui trace la courbe intégrale, est fixé
en ) au chariot G, et il est orienté par un petit parallélo-
gramme articulé de facon que sa fente soit toujours paral-

lele an plan de la roulette,

Fig. 94.

T
N\ FrwsdesC
-

i e fia
HB-—y

I T

A g J

La tige TT peut étre déplacée parallélement i elle-
méme dans la direction de I'axe des z; on peut ainsi faire
varier la constante de I'appareil, constante qui est repré-
sentée par la distance du poiat D an centre de la roue M.

On peut remarquer qu'avec cet appareil les ordon-
nées des courbes peuvent atteindre presque toute la
hauteur du chissis; de plus, la courbe donnée et la courbe
intégrale penvent chevaucher 'une sur autre sans que
le chariot portant la roulette géne les mouvements.
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INTEGRAPIES ABDANK-CORATI.

La maison Coradi a construit plusieurs modéles d’inté-
graphes dans lesquels on retrouve les dispositions essen-
tielles des appareils d'AlLdank.

La figure g5 représente schématiquement un de ces
appareils ().

Il comprend un cadre () reposant sur trois rouleaux,

Fiz. o

A Lo LL

o, 1o ry et mobile dans la direction de Uaxe des z. Deux
chariots C, C' se déplacent sur les grands e6tés de ce cadre
cest-a-dire parallelement a yy". Le chariot C porte un
tracoir I desting & suivee la courbe donnée el une pointe
qui est engagie dans la fente longitndinale d'une régle L;
celle-ei est mobile d'anwe part autour d'une seconde
pointe fixée en O a la traverse médiane MM @ Celte

(' Cetintégraphe est exposé dans les galeries du Conservatoire des
Arts o1 Metiers,
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régle constitue la directrice de Pappareil, Le chaviot
intégrateur €' porte la roulette R paralléle 4 L et le tire-
ligne tragant la courbe intégrale.

Un parallélogramme P, dont un cité est solidaire d'un
petit chariot (Gglissant le long de la régle, assure le paral-
lélisme de cette derniére avec le plan de la roulette,

On voit de suite que le tire-ligne tracera une courbe

intégrale de la courbe décrite par le tracoir F.

INTEGRAPIIE ACTUEL DE LA MAISDX CORADI.

la figure gfi représente le nouveau dispositif de la
Maison Coradi.

L'ensemble se compose d’un cadre formédedeux longues
ra':gles Para"ér{:ﬁ ]., I $é|]al‘é¢5|:sr un faible intevvalle, Les
trois points de contact avee le plan sont constitués par les
deux rouleaux r, r, montés sur un méme axe paralléle
aux regles et par la pointe du tracoir.

L'appareil se déplace dans la divection de 'axe des x.

Comme dans le modéle précédent, deux charots W,
W sont mobiles le long des denx régles formant le chassis
de U'intégraphe.

Le chariot conductenr W |_'||||'I{', la rg':.HJll: F_':'I‘Edlll_l:ﬂ H,
le tragoir ¢ desting & suivre le contlourde la courbe donnée,
et I'axe veruecal antérieur M de la régle divectrice 1.

Le chariot intégeatenr W' est muni d'an bras auquel
cst fixé le Lil:'e—“gllr et un cadee mobile C }lcrr‘larit la
roulette.

Au milien du grand cadre se trouve le second axe de
la régle directrice qui glisse dans uo manchon £ porié par

nE N, 14
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cet axe; un chariot W#, mobile sur la régle, est relié au
cadre 0 an moyen d'un parallélogramme articulé, desting
a maintenir le plan de la roulette constamment parallile
& la régle divecirice.

La base de l'appareil est la distance des deux axes de
rotation de la divectrice, quand celle-ei est perpendicu-
laive & lagrande dimnension du chissis. On modifie la valeur
de cette Lase en déplacant 'axe antévienr M; i cet effet,
un manchon mebile N, solidaire de la régle divectrice,
peat coulisser sur la vigle gradude B et &tre fixé an point
voulu & laide d'une wvis de pression. Un vernier lixé an
manchon permet d'apprécier le & de millimétre.

La régle I est munie d'une graduation et le ehariot
intdgratenr porte également un vernier & 'aide duquel on
peut lire le vésultat final de Uintégration, comme avec un

planimée ordinaire.

CHAPITRE IV,
L’ANALYSE HARMONIQUE ET LES ANALYSEURS.

Généralités.

SERIE DE FOURIER. ANALYSE HARMOXIGLUE.

Fourier a démontré que toute fonction périodique de
fréquence 1 peut étre décomposée en une série de lone-
tinns périodiques simples de fréquence 1, 2, 3, ..., Ces

fonctions sont des fonctions de sinus et de cosinus, de



4% CHAPITRE 1V.

telle sorte que la fonction p:’:rimlique ¥ = fif) peul se

mettre sous la forme :
¥=Ag+Aycosh - Ageosali+. .
—+ B sinfl + Bs sinafl+.. ..
Pour que cette série soit complétement déterminée , il
faut connaitre la valenr des différents coelficients
Ags Ay, Aal By, By, o
Cauchy a démontré que ces coefficients étaient donnés
par les intégrales (') :

! LA

! 1
| ""I:l_ !:‘;[- f‘:fﬂ1
A= = f ycosh db,
=
ihrsraprecracciaEnaraay '
| iw
{11 CApe= = f yuuiulidﬂl;
T

I m
B = = f ¥ sinf dh,
A

Al®
J‘ ysinnl ah,
i

a/

La série de Fourier peut étre donnée également sous la

forme

¥o= 0y Gyl = o)
+— Cysin(af +oa)+, o Oy sin(nl o oq)

(1) Lespression des coellicients Ay Apuaoo Ani By ey B, de la série
de Fourier s'obtient facilement de la fagon suivante:
Multipliant les denx membres du développement par cos nb et inlé-
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En développant les sinus des différents termes, on a im-
médiatement les relations reliant les coeflicients de celle

grant de o 4 2w, on @

w17

’( ooosnfof

L]

I
— ,i.f cons B offl
¢

EE] in
-+ A.,f cosfeosnfdl .. 4 A r cos? e ofl
0 .

[ ]
If + BT
-~ B sinf cosnfdb 4., -+ B sinnf coamnl o,
1 n
e e

cest-fi-dire powr l¢ second membre une somme de termes ayant [ume
des denx formes

1
A, f cospl eos b dl,

e
22T
B‘"J'{u sin fl gosan b el

Or il est facile de vérifier quentre les limites o et v%, loules ces inté-
crales sont nulles saufeelle correspondant au terme A pour lequel =i
La valeur de cette intégrale étani égale b =, on @

i i
{ yoosnldl = A, f cost bl = A T,
Y

e

ot
. i
A= - f yooosnf dl.

En multipliant par sinnf® et intégrant entre les mémes limites, on
aurait de méme la valenr du eoelicient B,

e
B, = = [ ¥osiun o,
o

"

La valeur du coefficient A, s'obticnt en intégrant de o & =%,
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dernicére forme aux coefficients A,, .... A, By, ..., B,
du premier développement.
(O a
F=1Ug+ 0y cosgysinb + Oy sing cosl .,

—+ Gy eossgsinnl + Gy sins, cosnfl,

d'an
] i
Gy cosg = = f ysinhdd = A,
A
[ g i
G, sihe = = f yeashdll = By,
L]
Co cos oy = & f ysinabdd = A,
AT
| A3
Oy osing, == }‘ yeoosaldl = B,
tang g, = ""b‘_u'
Cu= VAR + By
Dy Dae o n oy Ty SONL appelées les phases des diverses fonc-

tions simples.

La série de Fourier trouve son application toutes les
fois qu'il sagit d’étudier un phénoméne périodique; on
en rencontre de nombreux exemples en électrotechnigue,
plus particuliérement dans I'étude des courants alternatifs
¢t dans I'étnde des mouvements de machines, de la cons-
truction des navires, des phénoménes naturels, comme le
mouvemenlt des marées, ete.

Les courbes expérimentales obtenues présentent rare-
ment le caractéve de la périodicité. Une courbe peunt
présenter de nombreuses ou de grandes aspéniés et ére

considérée comme s'écartant beaucoup de la sinusoide,
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alors qu'elle en est, en réalité, beavcoup plus proche
quune antre courbe de formes moins tourmentées. Tout
dépend en effet de 'amplitude et dela phase, et la super-
position de ces éléments peut, suivant les cas, amener
considérer comme non périodique un phénomene qui l'est
réellement.

L’analvse harmonique a pour but, étant donnée une
courbe, de la décomposer en ses harmonigues simples,
c'est-a-dire de déterminer les courbes, dont la superpo-
sition reproduit précisément la courbe donnée,

Cela revient & connaitre les quantiteés

..'Lu, .-'i“ ---1-'11'!:- H|.....,H~: Gy waaq Taie

Trois méthodes se présentent naturellement @ I'esprit =

1 La méthode par le culeal divect;

2" Les procédés graphigues;

3 Les procédés mécaniques qui nécessitent emplon
d'appareils spéciaux permetlant d'eflectuer mécaniquement

les intégrations indiguées par les relations< {1},

Les formules de Cauchy donnent la méthode & suivre
pour caleuler tous les éléments d'une courhe périodique
donnée. On multiplie les ordonnées de la courbe succes-
sivement par celles des sinus el cosinus des fréquences
1,2, 3 ..., et l'on intégre chacune des nouvelles courbes
entre les limites d'une période; en mulupliant les inté-

. - I B °
crales ainsi obtenues par —rona les valeurs des différents

coefficients.
Ces opérations sont toujours longues et laborieuses;



152 CHAPITRE 1¥.
aussi y a-t-il intérét, dans les applications, i remplacer le
caleul direct par les méthodes gl-aphiques ou mieux par

les procédés mécaniques.

PROCEDES GRAPHIQUES,

a. La méthode suivante, publiée par M. Basil Widmore
dans I'Electrician de Londres ('), fournit un moyen
commaode de déterminer en grandeur et en phase les com-
posantes de fréquences successives.

Considéruns le tracéd d'une période compléte de la courbe
piriodique donnée X. 51 'on divise la période en m parties
ézales, on obtient, en superposant ces différentes parties
par addition de leurs ordonnées, une nouvelle courbe
débarrassée de 1ous les termes dontla fréqu ence rapportée
i celle de la courbe compléte n'est pas un muluple de m.

Ce résultat peut s'expliquer assez facilement de la facon
suivante { fiz. g7

Supposons que la courbe donnée X soit le résnliat de
I'addition des quatre sinusoides 1, 2, 3, 4 dont les fré-
guences sont relativement comme 1, 2, 3, 4. Partageons
toute la figure I en deox sur toute sa hauteur snivant la
ligne ¥, et SUPErposons les deux moitiés ainsi obtenues.
Omnaainsi la figure 11, et 'on voit immédiatement que, par
addition des deux trongons obtenuns pour chaque courbe,
les sinusoides 1 et 3, dontla fréquence n'est pas_un mul-
tiple de 2, disparaissent, tandis que les sinusoides 2 el 4
subsistent aver des ordonnées dont les valeurs sont doubles

[ L'!‘i'ﬂ!nr'f'nge clectrigue. .V, 18k
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de celles quielles avaienl dans la courbe originale. On
obtient alors la figure LI et, en réduisant de moitié les
ordonnées, on a linalement en pointillé la courbe Y débar-

rassée des termes de fréquclme 1 et 3.

Fig. 97.

IEEAYAR YN AR AR NS

En répétant la méme opération, par une nouvelle divi-
sion par 2, on déterminerait en amplitude et en phase la

composante de fréquence § de la courbe primitive.

La division de la courbe par 3 aurait donné immédia-
tement la composante 3.

Les propriétés précédentes peuvent d'atlleurs se dé-
montrer par un calcul simple surlequel nous n'insisterons

FEIS.



134§ CHAPITRE 1V.

On voit que ce procédé est d'une application commode;
la précision des résaltats dépend du soin avec lequel sont
dessinées les courbes et il y a intérét, & ce point de vue,

a les tracer & E;:-unde ¢chelle.

b. Méthode de Clifford (*). — Elle est basée sur la
remarique suivante :
Considérons I'expression générale d'un coeflicient A,

par exemple (*)
tx
A,,:l_f yFeinardr.
=,

=i l'on pose
(n sim fe o o — X,

la détermination du ceefficient revient i 'évaluation de
l'aire d'une courbe ayant pour ordonnées ) et pour
abscisses les valears de X résullant de la relation (1):
c'esl=d-dire

r |
X= - [1—cosnz].

Sidone d'unelongueurdonnée onretranche suceessivement
les projections de cette longueur sur une droite sous les
dilférents angles nax, on obtient les abscisses correspon-
dantes X de la courbe dont intégration donnera la valeur
du coefficient A,,.

Le coefficient B, s'obtient de la méme facon, mais en

projetant sur une droite perpendiculaire & la premicre.

('] L‘.’-:‘c.fairage electrigue, o1V, 1850,
(1) On remargquera que, dans exposé de cetie méthode, le eoellicient
du terme en sinus est désignd par A, an lien de B,
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Le professeur Perry a appliqué ce procédé de la facon
suivante :

Divisons la période en 36 parties égales et supposons

connues les valeurs de la fonciion 4 ces instants. Pour
trouver les diflérents coeflicients. choisissons une longueuar

MN comme diamétre d'un cerele dont la circonférence

Fig. g8,

a4
A5
a8 4
|
|

"uu-n. LR T T I lﬁbiﬂ.?ﬂu

M| oM

\.___ij

de 36 de longueur est divisée en 36 parties égales numé-
rotées o, 1, 2, 3 ... 33. En abaissant de tous ces points
des perpendiculaires sur le diamétre, on a sur MN les
points correspondants { iz, g8).

Suruneverticale P() on porte successivement les valeurs

de la fonction anx instants o, 1, 2, .... On a ainsi des
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points o, 1, 2, 3, .... 33 (non tous marques sur la figure ),
et, en élevant une perpendiculaire en 2 points correspon-
dants des axes PQ ¢t MN, on obtient un point m d'une
courbe A ou d'une courbe B, suivant les eas.

Pour A, par exemple on prendra :

(hrdonnées sur PO, o, 1, 2, 3. .. .

Abscisses sur MN, o, 1,2, 3, ....

Pour B, il faut prendre dans le plan du cercle l'origine
sur un diamétre perpendiculaire & MN.

On aura done :

Ordonnées sur PO, o, 1, 20 3, .00

Abscisses sur MN, g, 10, 11, 12, ...

Si l'on passe auz Aget By, on voit immédiatement qu'il
faut prendre sur MN les points numérolés de 2 en 2 i
parctiv de l'origine, ce qui donne,

Pour Ay :

Ordonnées sur PO, 0, 1,2, 3, .. ..

Abscisses sur MN, o, 2, 4. 6, .. ..

Pour B, :

Ordonnées sur (), o, 1,2, 3, ...,
Abscisses sur MN, g, 11, 13, 13, ...

On a ainsi une série de courbes fermées dont 'aire per-
met de calculer la valeur des coeflicients; 'si la circon-

férence du cercle dont MN est le diamétre a { centimélres,

. .. . .. nf

il faut diviser les aires ains: oblenues par —, 1 ayant sue-
2 A

cessivement les valeurs 1, 2, 3, ..., n.
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PROCEDES MECANIQUES,

[l nous reste a examiner comment le probléme de l'ana-
lyse harmonique peut étre résolu mécanigquement ; les
appareils qui ont été réalisés dans ce bul forment une
catégorie d'intégrateurs auxquels on a donné le nom
d'analyseurs harmon iques et dont nous allons décrire

les principaux types.

Amnalyseurs harmonigues.
ANMALYSELR DE LORD RELVIN.

('est le premier appareil de ce genre quiail é1é réalisé
il présente une application directe d'une méthode géné-
rale pour le caleul de I'intégrale du produit de deux fone-
tions qui a fait I'oljet d'une Communication & lu Société

rovale de Londres. Le « Meteorological Office » de cette

Fig. a0.
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ville sen sert pour déterminer les facteurs périodiques
dans les variations des différents éléments météorolo-
glyues,

Considérons un disque A mobile autour d'un axe per-

pendiculaire d son plan passant parson cenlre, cl vne
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sphére § se déplacant suivant un rayon en restant toujours
tangente au disque et 4 un cylindre G, mobile antour de son
axe, dontles géndratrices sont paralléles a ce rayon.
Si l'on donne an diﬁque une rotation élémentaire repré-
sentée par
o) 0,
et si la distance du point de contact de la sphére au centre

du disque est représentée par
L),
le eylindre tournera de dw tel que
dw = ke (0) L0},
el en intégrant

w= [e(d)y)dn.

['angle w doot aura tourné le eylindre donnera par
conséquent la valeur de U'intégrale.

Ce principe est identique & celui du planimétre & rota-
tion de J. Thomson décrit précédemment.

La rotation du disque pourra se faire de la facon sui-
vante

Conslruisons sur un ﬂ}'ﬂlldr‘l} la courbe

L
Y = [ ?f_FJ]d”:
wp

les ordonnées élant comptlées suivant les génératrices, ¢t
les § suivant la circonférence { fiz. 1o0). Sijd Naide d'une
pui:nll;. I‘ui:.am, l,:.'lrlif: d'une ca*rﬁmai”i'rc Cngreuanl @AVes nun

piznon denté solidaire du disque, on suit cette courbe, en
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maintenant la pointe sur la génératrice supérieure du
cylindve, il est évident que, quand celui-ci lournera de ',
la pointe et par suite la crémaillére se déplaceront de

¥ = o) 0.

Le disque tournera alors de

b () di,

Le déplacement de la sphive peut s'effectuer 4 Uaide

Fig, 1o,

HNEEIET

d'une fourche solidaire d'une tige terminée par une pointe
qu’on maintient constamment sur la rendratrice d'an
cylindre paralléle au précédent.

Si I'on trace sur ce cylindre la courbe

=%,

les ordonnées étant comptées suivant les géndratrices, el
les abscisses sur la circonférence, et si l'on s'arrange de
fagon que le point de contact de la sphére soitau centre
du disque quand la pointe est sur Paxe des §, la distance
du point de contacl au centre sera égale iy pendant la
rotation du cylindre; il suffit pour cela de maintenir la
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pointe sur le point de la courbe passant sur la génératrice
supérieure.

[l résulte de cequi précéde que pour réaliser 'appareil,
il faudrait autant de mécanismes gu'on veul caleuler
de coefficients; chagque mécanisme comprenant : d'une
part, disque, sphére et eylindre envegistreur; d’autre part,
deux exhindres paralléles ayant méme déplacement angu-
laire et sur lesquels sont tracées les courbes = (0}
(déterminées expérimenialement), et

f:’-in nfldi uuj-cos aldi,

servant respectivementa gonider le déplacement des sphires
et a produire lu rolation des plateaus.

Pratiquement, on ne trace la courbe 1= /(%) que sur
un seul exlindre qui sert & la man@uvre simultanée de
toutes les sphives; i cet elfet, la pointe est reliée i toutes
les fourches qui se déplacent par conséquent de la méme
fuantité,

Fig. 101,

Cuant aux courbes fsin rltelfh etff:ns nfi dh on évite de

les construire, a l'aide de la disposition suivante :

La erémailltre G est reliée, par une coulisse qui lui est



L'ANALYSE HARMONIQUE ET LES ANALYSEURS. 161

perpendiculaire, 4 un point P de la circonférence du
cylindre portant la r:nurhey:f('ﬁ}{ ig.101). 511'on prend
le rayon du cylindre pour unité, la longueur OH représente
sinfi quand P se déplace de A vers B, A étant l'origine des §,
Siau début P est en B, OH représente alors cosf. Le
mouvement élémentaive de la crémaillére el par suite
celui du disque seront donc proportionnels & cosf o
ou sin b dH,

Pour avoir maintenant un déplaicement élémentaire

Fig. 1o,

7.
,..-:':f_'.__,.__
o

;

cos nfledl on sin nfdl, il suffit de relier la crémailléve
correspondante, par un dispositil identique, & un point
fixe d’'une roue faisant n tours pendant que le cylindre
en fait 1, la distance de ce point fixe Py au centre élant

. LRI S TR - P a éLé pri .
3 i —— lesl-a- - . i Lé.
égale i —c esl-a-dire ~ puisque OP a é1é pris pour um

Il est évident que le déplacement élémentaire de la cré-
maillére devient alors

. 1.
leosndn® ou bien - sinpeBalnll,
n n

o' estl-d-dire
cosnfdi ou  sinnbaf.

vE M. 1L
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Le disque a donc bien dans les deux cas le déplacement
voulu.

Il est facile de se rendre compte que cet appareil est
d'une exéculion cnmp!iquée et est par suite coiileux;
aussi il ne trouve guére son emploi que dans les stations
météorologiques.

ANALYEEURS DE HENKIGI.

Le principe des analyseurs étudiés par le professeur
Henrici de Londres repose sur la remarcgue suivanle :

Considérons l'expression géndrale des coeflicients de la
série de Fourier el intégrons par parties.

On a

am
An= — f yeosaldl
)

3T

1 :
= [ﬁyﬁinuﬁ] —é f sinnf dy,

n w'y

(1)

T

[_n_l-}_ E(J!iﬂﬁJ-“"'L { cosrfdy.

a T A
Fig. 103,
L
A'Qv/_—.\jﬂ.
| i
1
A B o

L'iutégration étant faite de od 2w, st les valeurs extrémes

de 3 sont égales, clest-g-dire s1 AA"= BB | fig. 103), les
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deux premiers termes du second membre des égalités pré-
cédentes disparaissent.

Dans le cas oii les valeurs extrémes de 3 ne seralent pas
les mémes, on ajoute & la courbe la parlie B'B" de la

Fiz. 104,

derniére ordonnée. De méme si la courbe est discontinue
de CaC, on rétablit la continuité a Maide de la droite
CC { fig. 104).

La détermination desintégrales du premier membre des

daalités (1) revient alors 4 celle des intégrales

e 1
f simpd dy et f cosaldy,
'y

L)

Soit y = fi#} la courbe déterminée expérimentalement ;
il fautd chaque instant décomposer ey, variation infini-
ment petite de 'ordonnée, en deux éléments dont les

directions fassentavec 'axe des y les angles nf et E —nh,

et faire la somme de ces éléments. [l suflit pour cela de

déplacer parallélement i 'axe des y deux roulettes inté-

grantes dont les axes soient reclangulaives el fassent, &

l'aide d'un mécanisme approprié, lesangles nfiet (= — n H)
v F I‘-.J

avec la divection du déplacement. Les angles dont elles

aurcnt tourné donneront la valear des intégrales cherchées.
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Dans les premiers appareils de Henrviei, ces conditions
étaient réalisées de la fagon suivante :
La courbe 3 = f(#) était tracée sur un cylindre Chori-
+
zontal dont Paxe portait un disque circulaire D. Ce disque

produisait par entrainement la rotation dun denxiéme
disque D' i axe vertical, Les deux rouletles élaient placées
sur une roue Ii,, portée par un chariot se déplacant paral-
lelement aus généralrices du eylindre en roulant dans la

rainure d uoe I'i"glf‘ M.

Fie, 104,

Un tracoir ¢ fixé au bras H du chariot suivait le point de
la courbe passant sur la génératrice supérieure du cylindre.

Enfin Ia rvotation du disque D' entrainait celle de la
roue R, a laide d'une ponlie intermédiaive Rz sur laquelle
genroulaient deux fils d'acier passant respeclivement sur
R, et Ry. La poulie Ry énait portée par I'axe d’articula-
tion de deux hras joignant les centres des poulies Ry, R,
et R., R,

Désignons par ¢ le rayon du disque I, par & la distance
de ce disque au centre de D'; pour une rotation élémentaire

% du eylindre, D' tourne de dW, tel que
rdll = 8 4.
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Sil'on s’arrange de facon que s=#n, on aura

dW% = n dil,
W =nf;

par suite, quand le cylindre aura tourné de i, la roue R,
portant les rouleltes intégrantes aura tourné de nfi; celles-ci
donnent par consiéquent les intégrales cherchées.

En donnant a n différentes valeurs, on obtient i chaqgue
fois deonx nouveanx coeflicients.

Le chariot était maintenu par un contrepoids ou par un
galet ayant pour axe le prolongement du bras portant le

lracoir.

Appared actuel, — Ce nouvel analyseur (fig, 106),
conslrull par la maison Coradi, rappelle par certains
points des dispositions analogues & celles de I'intégro-
métre de Helle-Schaw établ par le méme constructeur,

L'appareil, représenté schémaliquement ( fiz. 107),
comprend un cadre rectangulaire O porté par un axe sur
lequel sont fixésdeuxrouleanx B, B un woisiéme roulean
placé au milien de la traverse antérieure assare 'équilibre
de lappareil. L'ensemble se déplace surla leville de papier
sur laquelle est tracée la courbe et qu'on a détendue sur
une surface plane. Un charviot I} portant un traguir ¢ peut
se déplacer dans la parctie antévievre du cadre paralléle-
menl i sa gl'unde dimension ; (qualre roues 5 le guident
sur les traverses TT.

Lappareil intégrant comprend un cadre mobile autour
d'un axe vertical portant des poulies H de diamétres diflé-

rents. (_:E cadre entoure une !'-J:'Ihl"'l'ﬂ €§n verrea I'E}]I‘J.'-Zﬂl'lll i
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sa partie inférieure sur un cylindre en celluloide G calé sur
"arbre portant 'appareil. Les deux roulettes intégrantes
M,, M., dont les axes sont rectangulaires, sont con-
slamment tangentes & la sphére suivant un grand cercle

Fig. 1o7.

horizontal. Les plans de ces rouletles passent par I'axe
vertical de la sphére.

Autour des poulies H est enroulé un fil d’argent f dont
les extrémités sont relides d'une part & uoe poulie portée
par le charviot D, d’autre part a un ressort de tension E.

Déplacons instrument parallélement & Uaxe des y; la
sphére, entrainde par le rouleau G, tourne d'un angle
proportionnel i dy autour de son diamétre horizontal
paralléle & I'axe des rouleaunx, c'est-f-dire & U'axe des r.

Si, pendant ce déplacement, on fait avancer le chariot I
le long des edtés T, T du cadre, c'est-d-dire paralléle-
ment & l'axe des , le cadre L entonrant la sphére tourne
antourdeson axe vertical d’un angle qui est proportionnel
a . Soit n le nombre de tours que fail la poulie &, quand
le chariot parcourt la longueur totale de la base = c;
lorsqu’il se sera déplacé de x, I'angle dont aura tourné

) am R
la poulie sera nf= —
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Si maintenant on suit le contour d'une courbe avec la
pointe du tragoir, les deux mouvements précédents se pro-

dulsent stmultanédment.

La roulette M, tourne alors d'nn angle dw,, tel que

ol = Kyasinnf dy
ou
disy = by sinnl dy,
en poesant

el par suile

k= hy f sinnlh ey,
o

De méme, pour la roulette M.,

wy= ks { cosnl dy.

bk |]

Les valeurs des coelficients A, et B, sont alors
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Les dimensions sont choisies de fagon que
hT=—1, bame=1,

et 'on a finalement,

By

An= —»
it

LLEY

B.ﬂ. = —3
i

On fait varier n en enroulant successivement le fil sur
chacone des poulies (H). L'analyseur peut d'ailleurs étre
établi pour comporter unou plusieurs appareils intégrants
selon le nombre de coefficients qu'on se propose d'ob-
tenir.

La maison Coradi construit un appareil & cing sphéres
{ fiz. 100); chacune des poulies (H) est double : on peut
done avoir 10 valenrs différentes pour n, et obtenir par

deux opérations 2o coeflicients de la série de Fourier,

Remarque 1. — 1l résulte de la théorie précédente que,
quand le tracoir est a l'origine ou a la fin de sa course,
les axes des roulettes des sinus doivent étre paralléles &
I'axe des z, et ceux des roulettes des cosinus paralléles
a I'axe des y. L'appareil est établi de facon que ces con-

ditions solent remplies.

Remarque [I.—Dans la théorie précédente, on suppose
que le centre de la sphére coincide avec I'axe géoméirique
de la poulie; pratiquement, cette condition n’est pas rigou-
rensement remplie et le point de contact de la spheére et
du eylindre décrit sur ce cylindre un petit cercle; il en
résulte que la sphérve subit, antonr d'un diamétre hori-

zonlal, une légére rotation qui modilie les indications des
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deux roulettes. Mais si aprés avoir parcourn la courbe on
revient en arriére paralltlement a l'axe des x, tous les
petits cercles sont décrits en sens inverse, et il y a com-

pensation de lerreur,

ANALYSEUR DE YULE (!,

L'analyseur de M. Udny Yule permet de déterminer les
coefficients A,, B, d'une série de Fourier par de simples
opérations planimétrignes.

La méthode consiste & tracer une courbe anxihiaire telle
que la différence entre la valeur de son aire et celle de
I'aire de la courbe & analyser soit, 4 wn facteur constant
prés, égale au terme A, ou B, gu'on veut déterminer.

Soit POR la courbe donnée dont la base PR = 6.

Fig, 11

Considérons un cercle dont le centre se déplace sur la
courbe et qui roule en méme temps sur une droite XX

paralléle a PR mobile seulement dans la divection des y 1.
. . . ]
La circonférence est une partie a]]:[uuti: - de la base PR.

Soit D un point du plan du cercle situé & une distance r
du centre et tel que le rayon KD soit sur le prolonge-
ment de PR quand le centre K est en [P,

() L'E‘:‘En:’rﬁgs electrigue, t. IV, 1845,
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L'angle dont tourne le cercle en suivant une longueur
sur XX esl 2 nm; en parcourant une distance z, il tour-

2T : i 4
nera done de —— x. Par conséquent, en désignant par

2., ¥ les coordonnées du point K, celles de I} auront

pour valeurs
X=u—rcosnmcosnr,

Y=p —rcosawsinar.

Lorsque le centre K parcourt la courbe POQR, le point D
déerit une seconde courbe, dont Paire est par suite

Hl—.f‘i dX
ou, en remplagant Y et d X par leurs valeuors,

K, =f[_;u' — peosnwsinnr || dey + racosp T sinpr dr),
L]

-+
2

I-'Il=f_ya'.r,—.ru r:-::sn'.':f ¥ osinna de
o

3

—reosnT fsin nr dry+ rteostnn fsinn.rduusu.r.
.

Les deux dermiéres inlégrales sonl nuolles quand on
prend pour limites celles de la courbe fermée. En dési-
gnant alors par S la surface de la courbe donnée MOR,
on a

a
+ =
]

HJ=S-|—<‘DER¢HU'I ysinnrdr.
f
=

Siau début le point I) se trouve sur une perpendicu-
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laire & PR, on a de méme

Hy=8 +cosamnr ¥ eosnr de

Pour plus de commodité, on peut prendre r égal & 10°
On a done en délimtif

Ri=5%4cosn=.ion B,

Bo= 8 —cosnm. ron Ay,

[Vaprés ce qui précéde, on voit que pour obtenir A,
et B, il suffit de connaitre 3, R, et B,. L'appareil doit done
étre disposé de telle sorte que le point D trace & Paide
d'un style les deux courbes en question, dont il faudra
ensuile déterminer I'aire; plus simplement, on fisera en D
la pointe d'un planiméwe d'Amsler, ce qui permettra
d'effectuer I'intégration directement.

L'appareil de M. Yule est établi dans ce but.

Fig. 111,

=] =

Ix

11 se compose d'un rouleau R portant la régle XX dont
le bord est taillé en erémailléve { iz, 111). Le disque D
est constitué par une série de roues dentées de diaméires
différents; les nombres de denls sont respectivement 240,
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120, 80... Chague roue porte Lrois ouvertures recouvertes
de glaces portant en leur centre des repéres qui permetient
de prendre la ligne de base. La poiote du planimétre se fixe
dans une cavité pratiquée sur le disque, sur une normale
a la ligne de base. Pour les petits disques, cette cavileé est
ménagée dans un bras B solidaire de la roue dentée, son
rayon élant plus petit que la distance de la cavité au
centre. Un disque plus grand monté sur le méme axe que
la roue dentée sert a prendre la base.

La course de la végle étant limitée, 'échelle & employer
varie avec chague type de courbe et avec amplitude

P10 %0 LT
NOUVEL ANALYSEUR (')

Ce nouvel analyseur, déerit par M. Mader dans 'flec-
trotechnische Zedtschrift, est simple et donne des résul-
tats sulfisamment exacts avec une base quelconque. Son
principe repose sur la méthode graphique de Clilfford et
sa construction présente quelgnes analogies avee 'appareil
de Yule.

[l comporte essentiellement un chaviot W (fig. 112},
mobile seulement dans la direction de 'axe des 3 et
auquel se Lrouvent assujetties trois piéces mobiles

1 Un levier rectangulaire FKS, mobile autour du
point K, et muni en 8 d’une poulie;

FK = m, Ks=1;

2* Une crémaillére £2' maobile par rapport au chariot W

paralllement & laxe des . Son mouvement se produit

(') Lo Fecloigus moderie, oL mars igao, peo157.
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sous 'action de la poulie 5 et d'un bras T paralléle i I'axe
des x;

3" Une roue dentée de vayon R, qui peut lourner autour
du point D du chariot W et dont les denls engrénent
avec la erémaillére £Z2'. A chaque rotation du levier FKS

Fig 1132,

Flammetrg

currespnud une rolation de la roue. Suar celte roue se
trouvent, i une distance » du centre D, les points Py et P,
servant & fixer la pointe d'un planimétre polaire.

Ces poinls, donl les trajectoires servent & caleuler res-
pectivement le coefficient d'un Llerme en sinus ou en
cosinus, sont situés sur deux diamétres perpendiculaires
de la roue I} {1} de plus, Pappareil est disposé de facon

'y Dans Uanalysear de Yule, le méme point Lrace successivemoent
chacune des deux courbes correspondant & wne méme valeur de n;
comme on I'a vu dans la deseription e cet appareil, ce point se trouve,
au dibutde Fopération, dans le prolongement de la ligne de hase, ou
dans une direction perpendiculaive, snivant qu'il sagit de caleuler le
voaficient d'un terme en sinus ou en cosinus) le principe reste le méme
dans les deux appareils.
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qu'an début de I'opération, ¢'est-a-dire quand la pointe I
esta l'origine, le point P; soit surle diamétre dela roue 1)
paralléle a I'axe des 7, et le point P sur le diamétre
pfrrpendiuulairﬂ & celle méme direclion.

Les coordonnées de ces points sonl alovs respective-

ment
ry=—i =), Fe= — b,

‘:V 5"’ J}/r:g—i—ﬂ".

Lorsqu'avec la pointe F on suit la courbe { fig. 113
q | LY

depuis Torigine jusqu’a un point r =z, y=Ff(x).

Fig, 113
#
£ iy
b air :
L xR
VoA, e ™
tole e ] R I
P A
Vo ; ._q_"_‘-:
&% |/ T
Py Hod "“ﬁn'
A !
i L :
BN | "Tack Moderzig®
Ffuwwa T - - - .:
I A ——

poulie 5 et, par suite, la crema:llﬁ,rc ZE se deplacent
parallélement & 'axe des y de .,r— la roue D tourne done
d'un angle 3, tel que

x

31

s=Zd
h L

et son centre se déplace dans le sens de 'axe des y d'une
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quanl,ilf:y + Wiz}, Wiz étant une fonction qui dépe:ld
de la rotation & — %, du levier FKS,
Les coordonnées des points Py et I’ sont alors

axl "
= — [b.,-.« s kﬁ”’
(el

V=g —+ ¥+ W{xI+ rsin |I T

e

) . J'fj
Fe=— i 4 rzin (H ’

e LT
Ye= g ¥+ Wx)-+ reos {EE;:I

<l

Si avee lapointe Fon suit la courbe jusqu’an point o = a,
¥ =u, et si l'on revient par Paxe des > 4 Porigine, les

points Py, P décrivent des courbes fermées. On a alors,

en désignant par 5; et 8. les aives correspondant i ces
deux courbes,
e |

.;r—t—lLu,u—-u.lll jlfﬂ[—h—u-u( ]
i
-
-~ - e § R —f—
-!:. [h+u. i) II||.r JJI:frflr fru‘b{/iim,]

i v I,-‘.z'-e’ k
= Trm FoEin | -
LA} 1)

R

ik

g

On oa de méme

S o f'"i - "{ xf
§, = — as | =
W 0 - . 1m;il
En faisant {au moyen d'un jen de rones dentées)
£ (-
A=0— — = s roem o=y
L B B ] N

oE M, 13
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ol n=1, 2,3, ..., on a linalement

1 L I'h

, L . . if' BT .
S,=hk-— »osin| = _,.-ll dr = WiB,,
0

. A T .
5, = I\E f ¥ ros (ﬂ p jl dr = KA,

On met en P, ouen P, la poiote mobile d'un planimétre
polaire ordinaire, on suit avec la pointe I la courbe de
x =0 jusqu’a x =a el 'on revient & lorvigine en suivant
I'axe des #; la différence des lectures faites au planimétre
donne K lois la valeur de B, ou de A, en grandeur et en
signe. Le coefficient est positif =i le chiflve final est plus
grand que le chillve 1niual, il est négatif dans le cas con-
traire.

En revenant i l'origine en suivant une courcbe pério-
dique quelconque 3 = (&) an lieu de suivre ave des .,
on peul analyvser les harmoniques de la dillérence

Siwp—yixh

En fuisant varier méthodiguement la longueur de la base,
la pointe F peat se déplacer de gquantités connues sur le
levier FRS; on peut découveir des périodiciteés cachées.

TR L f i
L possibilité d'emplover la hase o permet de trouver

° L
les coellicients A, et By, méme st la rove dentée employde
nest pas celle destinée & lear calenl, On divize en eflet
la base en s parties égales et Pon calenle pour chacune
de ces parties les coellicients des premiéres harmonigues;
la somme de Lous ees coelficients divisée par i donne A,

ou 13,

L'instrument est construit de fagon que k. =1u; d'antre
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part, 1°" lu au planimétre corvespond 4 une amplitude

de U:m, I

i les divisions d’un planiméire ordinaire per-
mettent d'obtenir encore exactement le o™ 1, ce qui
correspond a une amplitude de 0™, 01, exactitude large-

ment suffisante pour la pratique.

ANALYSEUR DE BOUCHEROT (1),

Cet analyseur permet de caleuler directement "ampli-
lude el la phaﬂc d’un mouvement harmonigue.
Sil'on reprend l’gxprebsion générale des coefficients de

la série de Fourier

Au= l_ ) l]r cosal Jd0, B, =L_ f - v osinaell dil
- =M

L

on voit que le caleul de ces coelficients revient  la déter-

minalion des surfaces
" o=l dl f Fosina el

Oc il est indiflérent de prendee y cos nfl on v sinnl
pour ordonnde et & pour base. ou 3 pour ordonnde ot
cosnldl ou sina9dl pour base. Pratiquement, ¢'est ce
dernier proeddd qui est le plas simple.

Soit done M {fig. 114) un point gquelcongue de la
courbe, de coordonnées v et 4. Menons par M une
droite MA de longueur a faisant avee l'axe des i l'angle 21,
et par A une droite AM' de méme longueur faisant nf

aveo le méme axe.

|:_| 1 Laeiidee e'ﬁ_'{:!.l'r-glﬁﬁ. e aoit |?'i!_|J.
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On obtient un point M’ dont les coordonnées sont
P
¥ et =0 +2acosnrl

Les points tels que M' délinissent une courbe C' dont

Fig. 113§

faBela Cor n @l
Iaire élémentaire o pour expression
¥yl =y1—aansinni]d,

=i alors on fixe la pointe d'un planimétre en MY 1l effec-
tuera la mesure de Vaire de o courbe ©F, dont la valeor
est pour une période

ax

1z Lo
J,.=)r J'd’"]-—'ura" veinnf Al
o .

i

T
Le lerme f i disparail, si on suppose que le
n

premier terme du développement de la sévie de Fourier
est nul, c¢'est-i-dire =i 'ordonnée moyenne de la courbe
esl nulle.

Pour éviter les surfaces nigalives, le planiméire ne
latsant pas de distinction entres les surfaces positives et

les surfaces négatives, on ajoute i UVordonnée » une con-
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stante K choisie de telle sorte que y 4 K soit toujours
positif,
On a alors, pour une période,

1w
f (v K[t — 2nasinnd] 40
4

L+ ] iT im
=f _ydﬁ—,—f K i ---z.'m'l'if sinal i
= kLl =]
.

—ana f “_'}-" sinad af,

o

le premier et le troisidme terme étant nuls, 1l reste

th = 27 K — 2aa [”_;r sin rfl
ol h
{1 b =anl —nal, cosg,,
En soelinant la droite MA sur MM', non plus de nf
mais de ;:+nﬁ1 on aurait pour lien du point M" une nou-

velle courbe dont atre L' serait

<2

=12k +~ 2na { -}*1-1:5:!8&"'}
v
Leli]
(2} b= am K+ naC, sing,,

Les égalités (1) et (2) permeltent de calculer G, et -

Il résulte de ce que nous venons de voir qu'il est aisé
de concevoir un appareil réalisant les conditions de la
théorie précédente.

L'analyseur de Boucherot ( fig. 115) est disposé de la
facon suivante ;
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La feuille de dessin sur laquelle est tracée la courbe
étant étendue sur une surface plane, on place une rigle
métalligue A parallélement & Oy. Le long de cette régle
peut glisser un chariot G solidaire d'une seconde régle B
perpendiculaire 4 la premiére, et sur laquelle peuvent se
déplacer deux chariots E, I dont'un (E} porte un pignon p

engrenant avee la denture d'vne erémaillére taillée sur B.

Fig. 115,

— 1

®

| v

Ce pignon en lournanl communigque son mouvement &
une tige M articulée i son extrémité O avec une seconde
tige M’ dont le mouvement produit le déplacement du
chariot I' le long de la vigle B,

D'aprés ce que nons savons, si l'on suit avec un tracoir
fixé & I la courbe donnée, le point de F avant méme
ordonnée et pour abscisse celle du point d'articulation de
M avee Fdécrit une conrbe dont il fant mesorer Uairve. Pour
cela il suffit de fixer sur F la pointe d’un planimétre P

Le pignon g transmel son mouvement a la manivelle M
a laide d'un train d'engrenages qu'on modifie pour
oblenir les différentes valenrs de n.
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Les deux chariots E et I peuvent étre remplacés par le
dispositif de la ligure 116 dont le lonctionnement se com-
prend aisément.

Nous avons supposé que le terme G, était égal 4 zéro,
<'est-a-dire que l'ordonnée movenne de la courbe était
nulle. S%il n'en est pas ainsi on déterminera Cy par une
opération planimétrigue.

Les formules établies précédemment deviennent alors
I

o= ami K= O — nall, coss,,

At =ik G+ nally Singg.

suivant le signe du terme Gy,

ANALTSEUR DE sciane (1

Cet analyseur permet d'obtenir par une seule opération
Iamplitude et la phase d'un terme de la sévie de Fourier,
cest-i-dire Oy et 3, dans C,sin(n B 2,) ou les coel-

ficients A, el B,.

Principe de Uappareil, — Supposons que la courbe &
analyser soit tracée avec une échelle d'abscisses telle que

1a p+’:rin:le soit égale i 2 =

" L’F."c.fm'mge elecerigue, LIV, i=iga,
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Considérons { fig. 118) une roulette a axe horizontal r'
dont le plan est constamment pﬂr{li]éle a la direction )y,
et un tracear P, relié a l'axe de cette roulette, avec lequel
on suit le contour de la courbe.

Cette roulette peut rouler sur le coté TT" d'un chariot FE
mobile seulement dans la direction O x.

Si l'on fait subir & ensemble un mouvement parallile &
Oy, le développement de la roulette est égal au déplace-

Fig. 117,

A

ment du style parallélement & Oy, cesl-a-dire & dy,
tandis gqu'un mouvement paralléle & Oz ne produit aucun
développement.

Suppesons maintenant une roulette rayant méme axe
que la précédente et appuyée sur un disque horizontal,
tournant autour dun axe vertical d'un anglc propor-
tionnel 4 § quand le sixle se déplace parallélement & O,
et accompagnant ensemble en subissant en méme lemps
des mouvements de translation dans son plan; il est
facile de voir que, par suite de 'adhérence du disque,
et de la roulette, le lieu des points de contact de celle-ci,

quand le style suit la courbe G fig.118), sera une courbe
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{ fig. 115), dout la tangente en chaque point est la trace
du plan de la roulette sur celui du disque et fait angle §
avec 0y,

De plus chague élément pp' de cette courbe est égal an
développement élémentaire de la roulette, e'est-i-dire au
déplucvmcnl du style parallélement & (e, s'il ||':r a pas
glissement de celle-ci suivant son plan.

Soient alors O, Oy, les directions du plan du disque
qui au commencement de Fopération sont paralléles anx
axes Oz, Oy auquels est rapportée la courbe donnée C.

A denx points PP infiniment voisins sur G correspon-
dent sur + les deux points pp’ distants, sur le eontour de
la courhe, de &, et l'on a, en projetant sur Oz’ et Oy,

s =dr' = dy sinh,

g’ = dy' = dy cosh,

Abaizsant du point It de la courbe v correspondant & la
fin de la période une perpendiculaire RR' sur 09, on a

fgalement
e
Riv= vss= [ sinbdy,
bl
~I%
OR = — Egy'= — f cosldy
v

el comme

I

{ sinfl ey = — / yeoshdl=—mA,,

iy +'

iw L34
coslh oy = yeinhdl = =,
[ S

1]
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On en déduin

FR'=—=A,,
OR' = — =B, i
OR = = fm: =Cy,

5= ¥ (R,

Par consdquent, & un facteur constant prés, le segment
RR' représente le coefficient A, du terme en cosfl, OR
le coefficient B, du terme en sinf, OR Famplitnde et
¥ OR la phase.

En faisant en sorte que, dans Uintervalle d'une période,
le disque fasse successivement 1,2... # lours, on obtient
autant de courbes +, et par suite les différentes valeurs
des A B Gygy, ABiCoga, ol

Description. — L'appareil est disposé de la fagon
suivante :

Un chariot F { fig. 118), dont la grande dimension est
[]&t*:i”“ﬂ a vy, repose sur trois rones W oel peot se deé-
placer paralltlement & I'axe des abscisses en voulant sur
la fenille de dessin sur laquelle est tracée fa courbe G
analyser.

Le long du grand cité TT  du charviot F peat rouler 4
I'aide de galets gg un petit chariot F' portant le siyle P
el un axe a7 paralléele & Oz sur cel axe sonl monlées
deux roulettes #, ¥ de meéme diamétre dont Vune, ',
entraine la rotation de celui-ci en roulant sur le edté TT
pendant le déplacement du chariot ', tandis que lautre, r,
repose sur le disque ainsi qu'il a été dit précédemment.

On pourra done avec le style I' suivre le contour de la

courbe C, par suite du double mouvement résultant du
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déplacement de F parallélement i Ox, el de celui de F
par rapport i F parallélement & Oy,

L'appareil comporte trois disques o, dyy 5. Le disque
d,, dont axe est supporté par le bras B du grand edté,

Fig. 118

F T N

regoil son mouvement de rotation proportionnel an dépla-
cement suivant Oz, clest-i-dire & f. & Maide d'un train
d'engrenages actionné par un arbre { supportant les
roues W. La face supérieure de ce disque est munie d'un
doigt pénéirant dans une rainure tracée sur la lace inlé-
ricure du disque d, et suivanl un fiametre.

La face supérienre de o, porte une seconde rainure
creusée suivant un diamétre perpendiculaire an premier.
Dans cetle rainure pénétre un doigtfixé i la face inférienre
du plateau oy sur la face supérieure  duquel repose
la roulette ». De cette facon le platean o tourne du
méme angle que o, et en méme temps un point guel-

conque de dy peat devenir centre de rotation du point de
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contact du plateau et de la roulette, point dont le moave-
ment élémentaire doit étre paralléle &4 Oy, ¢'est-i-dire faire
Vangle § avee la direction du plateau primitivement paral-
lele & Oy,

Liarbre {porte i chaque extrémite des roues( W) dont les
diametres sont dans les rapports 1, 4, L ... En les faisant
rouler sucecessivement sur des rails plats posés sur laleuille
du dessin, on a les différents mouvements f, 2f, 34, ... el

par suite les movens de caleuler A, B, Gy, A B Usos, oo

Compteurs harmoniques.

On désigne généralement sous le nom de compteurs
harmonigues des appareils destinés i effectuer Vopiération
inverse de celle des annl}-s(—urﬂ, clest-d-dire 4 donner la
sommne des termes des dillérentes harmoniques simples
constituant un phénomeéne, chacune delles étant déter-
minée en amplitude et en phase.

Ces appareils, imaginés par Lord Kelvin, ne sont guére
utihsés que pour la prédiction de la hauteur des mardes.

s sont d'un prix élevé et d'one construction compli-

quée; nous n'insislerons pas sur leur deseription.

Dérivatenrs.

I’étude des intégratears améne logiquement & se
demander s'il n'est pas possible de construire des appareils
permetiant d’elfectuer opération inverse de Uintégration,
c'esl-a-dire de déterminer la dérivée d'une fonetion don-
wée par une courbe,

Contrairement & ce qui se passe en analyse, le pro-
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bléme de la dérivation est beauvcoup plus difficile i
résoudre mécaninquement que celu de Pintégration; et
cela se comprend assez facilement si Uon remarque que le
premier revient d lracer une langente & une conrbe, tandis
que le second se rédaitala détermination d’une longueur.
Or, la détermination de la tangente en nn point d'une
courbe est en général trés impréeise, saul dans cerlains
cas Lrés particuliers ou elle peut se faire par une con-
struction giométrigque simple.

Abdank-Abakanowice signale les difficultés qu’on ren-
conltre alors dans ce cas.

La moindre ecreur dans la direction de la langente
peut produire, en effet, une différence considérable dans
la grandeur correspondante de I'ordonnée de la courbe
différentielle qui présentera par suite un tracé trés wré-
gulier,

Dans Uinégration mécanique, au conlraire, un écarl
dans le parcours de la courbe produit seulement un pivo-
tement de la roulette qui est sans influence appréciable
sur la régularité du trait de la courbe intégrale.

Clli_:i E'Hl_'lliqllﬁ |13.-: "I!15UI!¢1}5 f|1|'m:| a :'!I:I'n’:-u‘.'f'!'ﬂ- f:haque
fois qu'on a tenté de résoudee le probléme de la déri-
vation micanique.

Parmi les recherches qui ont éé faites dans ce but, il
convient de citer celles de M. Mestre, qui a proposé, en
1885, nn appareil devant servir & la fois de dérivateur et

dintégratear { V) ; étudié par M. Napoli dans les Ateliers

(') Your, pour la description de Papparcil projetd pae M. Mestre
Feg dntdgraphes et fa conrbs fntdgrale, pur Ablank-Abakanowica,
Gauthier-Villars, Faris, 1886,
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de construction d'[nstruments de précision de la Compa-
gnie de I'Est, il n'a pu donner de rvésultals satisfaisants,
On peut signaler également des appareils dus & Helle-
Shaw, et appelés di fferentiatenrs, qui servent en réalité
a comparer entre elles deux vitesses uniformes dont
l'une est connue.
Nous n'insisterons pas sur la description de ces appa-

reils,

CHAPITRE Y.
INTEGRATEUKS COMPOSES.

Grénéralités.

O désigne généralement sous le nom d'intégratenrs
composés une catégorie dapparveils destinés & déterminer
Uintégrale d'une équation différentielle.  Le probléme
ainsi posé n'a recu que des solutions particuliéres, et
étant donnde la diversité des types d'équation qu’on
peut rencontrer, il semble difficile de réaliser pratique-
ment des UII}]&H'“& d_:;-ipi]hir!.-i de résoudre la 1]|I1’:5L'u]|| dans
le cas le plus géndral,

Seanmoins, Lord Kelvin a [ail a4 la Société royale de
Londres une Communication dans Laquelle il o exposé une
méthode pour intégrer des équations de lorme quelconque,
en utilisant le principe disque, sphire et eylindre, déji

uppliqué a la construction des analyseurs harmoniques.
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En réalité, ces appareils ne sont pas entrés dans la pra-
tque.

Amsler, dans ses recherches sur lintégration méca-
niqum, avait envisagé la question des intégrateurs com-
posés; il a donné un appareil répondant i un cas particu-
lier, que noos allons déerire avant ri’iancliqurr' denx
méthades qui ont fait I'objet de Communications i |'Aca-

démie des Sciences.

Appareils d Amsler.

Ces appareifs sont destinés & évaluer les intégrales de

la forme

[ f,””l'” ar,

¥ étant considérée comme uve fonction de x; on fait un

changement de variable en posant

dz =y dr,

Dans le cas particulier o0 =2, m=1, l'intégrale [ 1)

f'}'f xdx

O pent évaluer de la fagon suivante :

prend la forme

Pasant

o= e sin,
00z 51:[?1:¢55ix‘cmcu[,

Fr=aga?sints = pat— watcosea,

il
[__}'2 X el = 'zu!f:rdr—un!j T onseE .
.
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Le long d'une courbe fermée, f.r e = o il reste done
i caleuler mécaniquement fx cos 2 2 dr,

L'appareil d'Amsler, établi dans ce but, comprend

essentiellement deux chariots €, C' pouvant se déplacer

Fig. 114.

parallélement & Ohz, en roulant dans la rainure d'une régle
métallique comme dans heaucnup d‘appa:‘ei'ﬁ précedem-
ment décrils.,

Le charviot C porte une tige T, terminée par un style et
pouvant se diplacer parallélement & Oy, Un disque 1,
disposé sur ce chariot, est olidaive d'une tige { articulée
enomoavee une seconde tige {8 de méme longuenr reliée
a T; ce disque engrine avee une roue o de diaméire
moitié moindre et munie en son centre d'une roulelte
intégrante. L'ensemble est disposé de fagon que laxe de
celte rouletle fasse avee Ow un angle = 22 quand les

deux tiges £, " font avec ce méme axe angle =,
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Le chariot €7 porte un disque D' sur lequel repose s
roulette intégrante de la roue . 11 peut étre mis en mou-
vement par une crémaillére B en prise avec une roue
dentée r qui se déplace en méme temps que G, en roulant
sur une crémailléve lixe paralliéle & Our.

Le disque ) recoit en outre un mouvement de rotation
par lintermédiaire d'une roue # qui fui communique une
rotation proportionnelle i x, & aide d'un train d’engre-
nages.

Suppusnrm que le pufnl de contact de la roulette et du
disque IV coit an centre de co dernier yuand le style e
la tige T est sur l'axe des r.

Quand le style seva surun pointde I courbe d’abscisse
la distance du point de contact an cenire O seva Cor
(G constante ), et si on déplace alors le siyle de oz, 1o
disque I¥ 1ournant d'un angle proportionnel & o, 1
point de contact de la rouletie décrit Crdr. Le déve-
loppement de cette derniire, projection de Cx dr sur
son plan, seva par suile

Cor dr vosax,
auquel il faut ajouter le développement résultant du maou-

vement relatil du disque et de la rouletie, c'est-d-dire

[ f:ﬁ-in e A

Le déplacement du style suivant Oy ne produit pas de
rolation de Ly rouletie, puisque, du fait de ce mouvement,
elle |Ji\'£n-|:' antonr de son |1n;int de contact,

La votation de la rouletre est done an total

= I':( [.rcu'.-zm dr - f:-in-mu".r).

-
we N, %
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On peat obtenir directement l'intégrale fuinnad,t:

par Pun des dispositifs décrits antérienrement. La valeur

Fig. 120,

de l'intégrale f.zr cos 2 xdz est par suite complétement

déterminée,

Méthode de M. Pétrovitch.

Lappareil suivant, présenté pav M. Péivovich a I'Aca-
démie des Sciences (1), fournit un procédé dintégration
graphique de certaines équations différentielles.

Soient C, €' deux cylindres verticaux de méme dia-
métre, lournant par laction d'un mécanisme d'horlogerie
avec une vilesse uniforme autour de leurs axes. Ces denx
cylindres sont placés au-dessus d'un vase B, formé de
deux faces planes paralléles au plan de la figure, de denx
autres faces cylindriques perpendiculaives i ce plan et

{1} Communpication de M. Michel Pétravitel, préseatée i UAcadémie
des Sciences par M. Appell, séance du 15 mai g,
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d'une face inlérieure plane horizontale. Ce vase contient
du mercure qui peut s'écouler par un orifice O pratigué
dans la face inférieure. Le long des cylindres C et C
peavent se déplacer verticalement deux tiges £, f' portant
i lenr partie supérienre deux styles », ' et i leur partie
inférieure, la tige f un corps M de forme prismatique, la
tige f' un flotteur s.

Fig. 121,

On congoit que la forme du corps M, celle du vase B
et la largeur de Movifice étant fixdes, la loi de variation
de la hautenr du nivean avec le temps dépende de la facon
dont on immerge le corps M, c'est-a-dire de la loi de
déplacement de la tige £ pendant ce méme lemps.

Cette loi pourra éure représentée, par exemple, par une
courbe ¢ tracéde sur le eylindre C, les temps étant comptés
sur la periphérie de la base du cylindre, les d éplacements
suivant les génératrices, & partir do plan inférienr du
vase,

Désignons alors par @ aire de la section horizontale
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du corps M, par s la distance de la base du cylindre C aw
plan du nivean du mercure, y celle de ce méme plan & la
face inférieure du vase, @(y) l'aire de la section horizon-
tale du vase au niveau ¥, et x la distance du style » i la
face inférieure.

:"!.:_asu_iﬂllissnn:- la p::ril:li;: roa ose tronver conslamment
sur =, el prenoos ponr unité de longueur celle de I'are
parcouru par un peint quelconque du cylindre dans

Punité de temps; on aura i chague instant
Ey .—f[ .

Si, pendant le lemps dt, nous immergeons le corps M,
en faisant descendre la tige f de da, la tige /' va monter
de dy, et par Lorilice () 'écoule une quantité de mer-
cure ¢gale 4wl V2 zy dt (2 élant Paire de Porifice, et
le coefficient de contraction du mercure).

Or, la quantité de liquide qui s'est élevée an-dessus
du nivean 1 est ¢gale i la différence entre la quantité
déplacée par le corps M, quand celui-ci sera immergé
de dr, et celle qui sest écoulée par Uorifice.

O a done

['-‘JP[_}‘_I—-‘I]:{_}’ =a5{;_}~‘_.-':?dr1

(S]] po&:mt
b= ik \.'fﬁ.

Mars

d o
[#{y)—aldy = a dr—dy)—1 V.
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L'équation difféventielle du probléme est done
i -Ny_|i'—':’-a-}..,-"_;—a_f'|:].—_n_

L'intégrale Y=z}, qui pour ¢ =0 prend la valeur
¥ =H, hauteur initiale du mercure, représente la loi de
vaviation de celte hauteur avee le temps; exteémité o
de la tige f" tracera donc cette intégrale sur le eylindre ',

On a ainsi 'intégration graphique de toutes les difrii-
tions de la forme (1.

On peat daillears faive varier ©(y), a, f(£), ¢ esl=i-
dire la forme du vase, celle du corps M et La loi de diépla-
cement de ce dernier; la section @ de Povilice pourra
fgalement étre une fonction du temps. Il sera dis lors
possible, en disposant de ces coeflicients, d'identifier
Féquation (1) avec unnombre assez considérable de tvpes
d’équations différentielles.

En particalier, si

Dy} = —=s
vy
Péquation (1) prend la forme d'une équation de Riceati

el .
_— o 1,
T Hlr)—hu

Cet appareil donne lieu pratiquement i certaines diffi-
cultés de réalisation, en particulier pour la construction
du récipient dont les faces eylindriques ont une section
dépendant de la forme de la fonetion ® (). De plus, i)
se produit des effets de capillarité qui sont de nalure a

altérer les résultats,
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Intégrateur i lame coupante de M. l'ingénieur Jacob.

Le principe de la lame coupanie, déja utilisé dans la
construction du planimétre de Prytz, permet d'eflectuer
Pintégration numérique d'un certain nombre d’équations
lindaives. Dans une Note communigquée a 'Académie
des Sciences ('), M. Jacob, ingénieur général d"Artillerie
navale, @ montré comment on pouvail en particulier, a
Faide de ce procédé, intégrer 'équation de Riceati et
celle d”Ablel.

Ces dermicres sont de la forme
_}?’"= Ayt By i,
On peat dlaillenrs ramener § ee type les suivanles :

Filay - Ei=Ayt+ By -0,
Y= (ay+8)(Ayt+ By C),

dans lesquelles a, 3, A, B, € sont des fonctions de la
variable  donndes algébriquement, ou simplement par
lenrs valenrs numdérigues.

La partic essenticlle de Pappareil est une tige horizon-
tale AB( fiz. 122), portant d son extrémité A une pointe ver-
ticale Aw: le long de la partie AB peut coulisser un man=
chon M suguel est fixée la lame conpante, ou mienx une
roulette a bords tranchants, dont Pusure est moins rapide.
Ce manchon peatl étre fixé en un poiot de la tige AL 4
Paide d'une vis de pression.

;'_| Wobe e ML Ja:ml_l, |1r:':.-|:l'|lée i UAdeadémie des Sciences par
M. Maurive Lévy, séance du o aveil gos.
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La distance ab=3 est la base de l'appareil. Pour
I'intégration de 'équation de Riccati, le manchon est fixe
et alrestconstant; pour lintégration de I'équation d’Abel,

le manchon est mobile et ab =3 varie d'aprés une loi que

détermine une coulisse-guide de forme convenable.

Liappareil étant placé sur une feuille de dessin et la
lame coupante ayant mordu dans le papier, si avec la
pointe e on suit une courbe D (directrice), la droite ab
enveloppe une courbe E & laguelle elle est tangente en L.

Soient &, ¥ les coordonndes du point a sur la directrice
rapportée 4 denx axes de coordonnées rectangulaires:
xy, ¥y, celles du point & sur la courbe enveloppe L;
w, l'angle de la base avee laxe des o ( fig. 123).

Onoa

r = I+ ponsw,

I A
( ¥ =y + gsinw,
avaeo
r c{m Si11tn
@) - = .
iy COE

Diftérentiant (1) 1l vient, en tenanl comple de (2},
e = da) — g sinw dw -+ & cosw,
dy = dyy == 3 coswdw + dz sinw,
(3 7w <= dir sinm — dy cosw = o,
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Si l'on exprime les coordonnées z, y de la directrice en
fonction d'une méme variahle ¢, 'éguation (3) devient

=I.rfr.u g .
—_— S — 17y COS4 = 0,
& ¢ S

Fig. 127,
X
|
D
ﬂ-z‘ﬁr
a T - T
Posons
I
tang — = n;
»
AN
i
dw et cosm = 1T u? cinw = Y
dr 1 +ut =TT Tl
o
du . . \
i Pp—m = Vil ) - aur, = o,

5i 2 est constant, (4) est une équation de Riecati.

S1 z=1un, ! é1ant une constante, c’'esl une équation

d'Abel.

-

En mesurant angle w, on connaitra la valeur numé-

vique = Luugg de PMintégrale de (4).



INTEGRATEURS COMPOSES. 201

Supposons qu'on se donne la valeur initiale £y, et la
valeur w, de la fonction w. On connait par suite le
point zg, ¥ de la directrice et I'angle de la base avec Ox:
pour calculer I'iotégrale, on place la pointe a an point
ainsi déterminé et 'on donne i la tige AB l'inclinaison
voulue: on suit alors la direetrice dans le sens convenable
et I'on mesure w correspondant aunx valeurs de £ pour
lesquelles on veul connaitre .

Si une équation de Riceati on J'Abel est donnée sous
sa forme générale, on commence par réduire I"équation

de Riccatt 4 P'une des formes
= Aut4 Bu A,

par la substitution y=7lu, et Iéquation d’Abel a la

forme
e = Ant— B — A,

par la méme substitution; dans ce dernier cas, . est déter-
miné par une équation linéaire introduisant une constante
dont on peul disposer suivant les conditions du pro-
bhléme,

Ponr déterminer la divectrice, on identifie 'équation
réduite avee (4); on a alors denx relations donnant 'ex-
pression des coordonnées x et ¥, et 'on construit la courbe
i I'aide de guadratures.

Si I'équation de Riccati se ramenait i la forme

= At B+ A,
dans un intervalle donné, on la comparerait & celle qui

donne I'angle de la hase avec la langente i la directrice.

Cet inlégromélre permet de risoudre llumﬁ‘rique.lnf_rnt.
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les questions qu'on rencontre en Artillerie, principale-
ment dans les problémes de balistique intérienre et exté-
vieure et dans D'étude du développement des pressions
d'un explosif agissant comme torpille.

Il permel également d'elfectuer lintégration de 'hodo-
graphe; il a é1¢ coustruit, pour la Commission d'expé-
riences de Givre, un appareil basé sur ce principe el
destiné & déterminer le mouvement d'un point dans un

milieu résistant.

FhREATUM,

Page 3, ligne 3 en remontant, au Hew e la valeur numérigue dune
relation différentielle, {fscs la valeor numeérigne de imégrale d'une
relation différentielle,
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